
Äîìàøíåå çàäàíèå �17

1. Íàéòè êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TgG ê ãðóïïå Ëè G ⊂ GLn(K) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå g ∈ G
(êàê îíî ñâÿçàíî ñ êàñàòåëüíîé àëãåáðîé Ëè g = TEG?).

2. Äîêàçàòü, ÷òî U1(H) ' SU2(C).

3. (a) Çàïèñàòü ÿâíî â êâàòåðíèîííûõ òåðìèíàõ åâêëèäîâî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå íà H, ñîîò-
âåòñòâóþùåå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìå � êâàòåðíèîííîé íîðìå
N(q) = qq̄.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû U1(H)×U1(H) íà ïðîñòðàíñòâå H ïî ïðàâèëó (u1, u2) ·q =
u1qu

−1
2 ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå èç ï. (a) è òåì ñàìûì çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì ãðóïï

Ëè R : U1(H)× U1(H)→ O(H) ' O4(R).

(c) Âû÷èñëèòü dR : u1(H) ⊕ u1(H) → o(H) ' o4(R) è äîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå �
èçîìîðôèçì àëãåáð Ëè.

(d) Äîêàçàòü, ÷òî ImR = SO4(R), ò.å. R : U1(H)× U1(H)→ SO4(R) � íàêðûòèå.

(e) Íàéòè KerR.

4. (a) Äîêàçàòü, ÷òî ïðèñîåäèí¼ííîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè U1(H) íà ñâîåé àëãåáðå Ëè u1(H) =
Him (ïðîñòðàíñòâî ÷èñòî ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ) ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå èç çà-
äà÷è 3(a) è òåì ñàìûì çàäà¼ò ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè Ad : U1(H)→ O(Him) ' O3(R).

(b) Äîêàçàòü, ÷òî dR : u1(H)→ o(Him) ' o3(R) � èçîìîðôèçì àëãåáð Ëè.

(c) Äîêàçàòü, ÷òî Ad : U1(H) → SO(Him) ' SO3(R) � äâóëèñòíîå íàêðûòèå (ýòî åù¼ îäèí
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ äâóëèñòíîãî íàêðûòèÿ SU2(C)→ SO3(R)).

5. Ïåðå÷èñëèòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà âñå äâóìåðíûå àëãåáðû Ëè

(a) íàä C,
(b) íàä R,

è óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ãðóïïû Ëè.

6. Ãðóïïà Ãåéçåíáåðãà Hn(K) ñîñòîèò èç ìàòðèö âèäà
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
íàä ïîëåì K. Íàéòè àëãåáðó Ëè hn(K) è âû÷èñëèòü exp : hn(K)→ Hn(K).

7. Äîêàçàòü, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå exp : g→ G

(a) äëÿ G = GLn(C) ñþðúåêòèâíî, íî íå èíúåêòèâíî;

(b) äëÿ G = SL2(R) íå ñþðúåêòèâíî è íå èíúåêòèâíî;

(c) äëÿ ãðóïïû G = Nn(K) âåðõíèõ óíèòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì.


