
Äîìàøíåå çàäàíèå �19

1. Ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ñëàãàåìûõ ñëåäóþùèå ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ
ãðóïïû Ëè SL2(C):

(a) R3 ⊗R5 ⊗R7;

(b) R1 ⊗R2022 ⊗R2023.

2. Íàéòè â sl2-ìîäóëå V (n)⊗ V (m) ñòàðøèé âåêòîð âåñà n+m− 2.

3. Íàéòè ñòàðøèå âåêòîðû äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ïîäìîäóëåé â sl2-ìîäóëå

(a) V (2)⊗ V (2);

(b) V (3)⊗ V (4).

4. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà íåïîäâèæíûõ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû
SL2 â ïðîñòðàíñòâå V (n)⊗n

(a) ïðè n = 2, 3, 4;

(b) ïðè ïðîèçâîëüíîì n?

5. Ðàçëîæèòü íà íåïðèâîäèìûå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL2 â ïîäïðîñòðàíñòâàõ

(a) S2V (n),

(b)
∧2 V (n)

ïðîñòðàíñòâà V (n)⊗2 (ïî÷åìó ýòî èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà?).

6. Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SL2 â ïðîñòðàíñòâàõ SmV (n) è SnV (m) èçîìîðôíû.

7. Ïóñòü R : SL2(C)→ GL(V ) � êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå, è X, Y, Z � ñòàíäàðòíûé
áàçèñ àëãåáðû Ëè sl2(C). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vλ ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ îïåðàòîðà
dR(Z) ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ. Äîêàçàòü:

(a) îïåðàòîð dR(Z) äèàãîíàëèçóåì, è âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � öåëûå;

(b) êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé k è −k îïåðàòîðà dR(Z) îäèíàêîâû;
(c) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå dR(X) : Vk → Vk+2 èíúåêòèâíî ïðè k < 0 è ñþðúåêòèâíî ïðè

k ≥ 0;

(d) ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå dR(Y ) : Vk → Vk−2 ñþðúåêòèâíî ïðè k ≤ 0 è èíúåêòèâíî ïðè
k > 0;

(e) ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ dR(X)k : V−k → Vk è dR(Y )k : Vk → V−k � èçîìîðôèçìû âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.


