
Äîìàøíåå çàäàíèå �11

1. Ïóñòü K � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 6= 2, è D(K,α, β) � îáîáù¼ííàÿ àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ ñ
áàçèñîì {1, i, j, k}.

(a) Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â D(K,α, β).

(b) Äîêàçàòü, ÷òî D(K,α, 1) ' Mat2(K).

(c) Êàê âûãëÿäÿò êâàòåðíèîííîå ñîïðÿæåíèå è êâàòåðíèîííàÿ íîðìà â Mat2(K)?

2. Èçîìîðôíû ëè îáîáù¼ííûå àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ:

(a) D(Q,−1, 2) è D(Q,−1, 3)?
(b) D(Q,−1, 3) è D(Q,−1,−3)?
(c) D(Q(i), 2i, 3) è D(Q(i), 2, 3i)?

3. Ïóñòü D � öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì K, è L ⊃ K � êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå
ïîëåé. Äîêàçàòü:

(a) ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ëþáîãî ýëåìåíòà δ ∈ D íàä ïîëåì K ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì
ìíîãî÷ëåíîì ýëåìåíòà δ ⊗ 1 ∈ D ⊗K L íàä ïîëåì L;

(b) ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñøèðåíèå L ⊃ K, ÷òî â àëãåáðå D ⊗K L åñòü äåëèòåëè íóëÿ;

(c) ñóùåñòâóåò òàêîå ðàñøèðåíèå L ⊃ K, ÷òî D ⊗K L ' Matn(L), ïðè÷¼ì dimK D = n2.

Ïîëå L íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàñùåïëåíèÿ, à ÷èñëî n = degD � ñòåïåíüþ àëãåáðû D.

4. Íàéòè ïîëå ðàñùåïëåíèÿ äëÿ îáîáù¼ííîé àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ D(K,α, β).

5. Ïóñòü D � öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì K, è L � ïîëå ðàñùåïëåíèÿ äëÿ D.
Äîêàçàòü, ÷òî (L : K) > degD. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü Ln êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä
D ⊂ D ⊗K L ' Matn(L) è âû÷èñëèòü åãî ðàçìåðíîñòü íàä K.)

6. Ïóñòü D � öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì íàä ïîëåì K, è L ⊂ D � ïîäïîëå, ñîäåðæàùåå K.
Äîêàçàòü:

(a) (L : K) 6 degD (óêàçàíèå: ïîñìîòðåòü íà ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ïðèìèòèâ-
íîãî ýëåìåíòà â ðàñøèðåíèè L ⊃ K);

(b) (L : K) = degD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L � ïîëå ðàñùåïëåíèÿ äëÿ D (óêàçàíèå:
ðàññìîòðåòü D êàê (D,L)-áèìîäóëü, ò.å. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä L ñ ëèíåéíûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì àëãåáðû D ⊗K L);

(c) ñóùåñòâóåò ïîëå ðàñùåïëåíèÿ L ⊂ D.

7. Ïóñòü D � öåíòðàëüíàÿ àëãåáðà ñ äåëåíèåì ñòåïåíè 2 íàä ïîëåì K õàðàêòåðèñòèêè 6= 2.
Äîêàçàòü, ÷òîD ' D(α, β) äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ K×. (Óêàçàíèå: èìèòèðîâàòü äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû Ôðîáåíèóñà.)


