
Äîìàøíåå çàäàíèå �7

1. Ïóñòü ω = 1
2

+ i
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. Ïðîâåðèòü:

(a) ω2 − ω + 5 = 0;

(b) ω̄ = 1− ω.

2. Ðàññìîòðèì êîëüöî A = Z[ω]. Äîêàçàòü:

(a) A = Z⊕ Zω (êàê àáåëåâà ãðóïïà);

(b) íîðìà N(a) = aā ïðèíèìàåò íà A öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;

(c) åñëè N(a)
... 2, òî a

... 2 â A.

3. Íàéòè ãðóïïó A×.

4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî z ∈ C ñóùåñòâóåò òàêîå a ∈ A, ÷òî ëèáî |z−a| < 1, ëèáî |2z−a| < 1

(óêàçàíèå: ðàçëîæèòü z = a + w, ãäå −1
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5. Ïóñòü I C A, è c ∈ I � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Äîêàçàòü:

(a) åñëè b ∈ I è 2b
... c, òî ëèáî b

... c, ëèáî c/2 ∈ I (óêàçàíèå: caā/2 ∈ I äëÿ a = 2b/c);

(b) åñëè N(c) = min (ñðåäè íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ èäåàëà I), òî I = Ac.

Ñëåäîâàòåëüíî, A � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ.

6. Äîêàçàòü:

(a) â ëþáîì åâêëèäîâîì êîëüöå R ñóùåñòâóåò òàêîé ïðîñòîé ýëåìåíò p, ÷òî åñòåñòâåííûé
ãîìîìîðôèçìR× → (R/Rp)× ñþðúåêòèâåí (óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü íåîáðàòèìûé ýëåìåíò
íàèìåíüøåé íîðìû);

(b) äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ýëåìåíòà p ∈ A ãîìîìîðôèçì A× → (A/Ap)× íå ñþðúåêòèâåí
(óêàçàíèå: óðàâíåíèå x2 − x + 5̄ = 0̄ â F2 è F3 íå èìååò ðåøåíèé).

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëüöî A íååâêëèäîâî.


