
Äîìàøíåå çàäàíèå �8

1. Ïóñòü M = F/N � ôàêòîðìîäóëü ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ F ñ áàçèñîì f1, f2, f3 íàä åâêëèäîâûì
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Íàéòè ðàíã, èíâàðèàíòíûå ìíîæèòåëè è ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè ìîäóëÿ M .

2. Ïóñòü M = F/N � ôàêòîðìîäóëü ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ F ñ áàçèñîì f1, . . . , fn íàä êîëüöîì
ãëàâíûõ èäåàëîâ A ïî ïîäìîäóëþ N , ïîðîæä¼ííîìó ýëåìåíòàìè nj = a1jf1 + · · ·+ anjfn, j =
1, . . . , k, è u1, . . . , um ∈ A � èíâàðèàíòíûå ìíîæèòåëè ìîäóëÿ M . Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå
u1 · · ·up ðàâíî íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà r−m+p ìàòðèöû (aij),
ãäå r = rk(aij).

3. Ïðèâåñòè ê íîðìàëüíîé ôîðìå Ôðîáåíèóñà ëèíåéíûé îïåðàòîð, èìåþùèé â èñõîäíîì áàçèñå
ìàòðèöó:

(a)

 6 −3 6
2 −2 1
−3 3 −2

 íàä ïîëåì Q;

(b)


2 1 −1 −1
0 −2 1 −1
−6 −2 1 2
3 2 −2 −1

 íàä ïîëåì Q;

(c)


0 0 0 1 1
1 1 1 1 1
0 1 1 1 0
1 1 0 1 1
0 1 0 0 0

 íàä ïîëåì F2.

Íàéòè áàçèñ, â êîòîðîì äàííûé îïåðàòîð èìååò íîðìàëüíóþ ôîðìó Ôðîáåíèóñà.

4. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû A è A′ íà ïðîñòðàíñòâàõ V è V ′ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè èëè ïîäîá-
íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ C : V

∼→ V ′, îòîæäåñòâëÿþùèé
A ñ A′, ò.å. C · A = A′ · C (äðóãèìè ñëîâàìè, ìàòðèöû ýòèõ îïåðàòîðîâ â ïîäõîäÿùèõ áàçèñàõ
ïðèâîäÿòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå âèäó). Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå îïåðàòîðû ïîäîáíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ó íèõ îäèíàêîâû íîðìàëüíûå ôîðìû Ôðîáåíèóñà.

5. Îïèñàòü êëàññû ïîäîáèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì F2

(a) ðàçìåðíîñòè 2

(b) ðàçìåðíîñòè 3

è óêàçàòü êàíîíè÷åñêèå âèäû ìàòðèö ýòèõ îïåðàòîðîâ â êàæäîì êëàññå ïîäîáèÿ.

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò êëàññîâ ïîäîáèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

(a) â 4-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì F2

(b) â 3-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì F3?


