
Äîìàøíåå çàäàíèå �1

1. Êëàññèôèöèðîâàòü, ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà:

(a) äâóìåðíûå êîììóòàòèâíûå àññîöèàòèâíûå àëãåáðû íàä C;
(b) äâóìåðíûå àëãåáðû c åäèíèöåé íàä R.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z[
√
3] áåñêîíå÷íà.

3. Ïóñòü Zp � ìíîæåñòâî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî Zp � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ,
ñîäåðæàùåå Z.

(b) Íàéòè ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Z×
p .

(c) Îïèñàòü âñå èäåàëû â Zp.

4. Îïèñàòü âñå èäåàëû â àëãåáðå K[[x]].

5. Âû÷èñëèòü:

(a)

( ∑
k1,...,kn≥0

xk1
1 · · · xkn

n

k1! · · · kn!

)−1

â K[[x1, . . . , xn]];

(b) 3/4 â Z7.

6. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà. Äîêàçàòü, ÷òî:

(a) åñëè A íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî A ñîäåðæèò åäèíèöó;

(b) åñëè A ñîäåðæèò åäèíèöó, òî âñå íåäåëèòåëè íóëÿ â A îáðàòèìû;

(c) åñëè A ñîäåðæèò åäèíèöó, òî â A ëþáîé îáðàòèìûé ñëåâà ýëåìåíò îáðàòèì ñïðàâà è
íàîáîðîò;

(d) åñëè A ñîäåðæèò åäèíèöó, òî â A ëþáîé ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåëèòåëåì
íóëÿ è íàîáîðîò.

7. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è a, b ∈ A. Äîêàçàòü, ÷òî:

(a) åñëè ab è ba îáðàòèìû, òî a è b îáðàòèìû;

(b) åñëè A íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ è ab îáðàòèìî, òî a è b îáðàòèìû;

(c) â îáùåì ñëó÷àå èç îáðàòèìîñòè ab íå ñëåäóåò îáðàòèìîñòü a è b;

(d) åñëè 1 + ab îáðàòèì, òî 1 + ba îáðàòèì.

8. (a) Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â àññîöèàòèâíîì êîëüöå (èëè àëãåáðå) ñ åäèíèöåé âñå íåîáðàòèìûå
ýëåìåíòû îáðàçóþò àääèòèâíóþ ïîäãðóïïó (èëè ïîäïðîñòðàíñòâî), òî ýòî ìíîæåñòâî �
äâóñòîðîííèé èäåàë. Òàêèå êîëüöà (àëãåáðû) íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè.

(b) Êàêèå èç êîëåö Z, Z/mZ, Zp, K[x1, . . . , xn], K[[x1, . . . , xn]] ëîêàëüíû?

(c) Ïðèâåñòè ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîãî ëîêàëüíîãî êîëüöà.


