
Äîìàøíåå çàäàíèå �3

1. Ïóñòü ïîëå K èìååò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ìîäóëü íàä
àëãåáðîé Âåéëÿ An(K) áåcêîíå÷íîìåðåí íàä K.

2. Ïóñòü A � àëãåáðà ìàòðèö âèäà

X 0 Y
0 Z 0
0 0 Z

, X, Y, Z ∈ Matn(K),

è M = K3n � ëåâûé A-ìîäóëü.

(a) Íàéòè âñå êîìïîçèöèîííûå ðÿäû ìîäóëÿ M .

(b) Íàéòè íàáîðû ïðîñòûõ ôàêòîðîâ ýòèõ êîìïîçèöèîííûõ ðÿäîâ.

(c) Ðàçëîæèòü M â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ ïîäìîäóëåé. Åäèíñòâåííî ëè ýòî ðàçëî-
æåíèå?

3. Ïóñòü M � ìîäóëü íàä êîëüöîì èëè àëãåáðîé. Äîêàçàòü:

(a) M èìååò êîíå÷íóþ äëèíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â í¼ì íå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîäìîäóëåéMi (i ∈ N), êàê âîçðàñòàþùåé:M1 ⊂M2 ⊂ . . . (ñâîéñòâî
í¼òåðîâîñòè), òàê è óáûâàþùåé: M1 ⊃M2 ⊃ . . . (ñâîéñòâî àðòèíîâîñòè);

(b) åñëè M èìååò êîíå÷íóþ äëèíó, òî ëþáîé åãî ïîäìîäóëü è ëþáîé ôàêòîðìîäóëü òîæå
èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.

4. Ïðè êàêèõ n ∈ N ìîäóëü Z/nZ íàä êîëüöîì Z ïîëóïðîñò?

5. Äîêàçàòü:

(a) Z-ìîäóëü Q íåðàçëîæèì;

(b) Q/Z =
⊕

p Z[
1
p
]/Z (áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ ñóììà ïî âñåì ïðîñòûì p; â ðàçëîæåíèè êàæäîãî

ýëåìåíòà ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ îòëè÷íî îò 0).

6. (a) Âû÷èñëèòü ãðóïïû ãîìîìîðôèçìîâ Z-ìîäóëåé: Hom(Q,Z), Hom(Q/Z,Q).

(b) Âû÷èñëèòü êîëüöà ýíäîìîðôèçìîâ Z-ìîäóëåé: End(Q), End(Z/nZ).
(c) Äîêàçàòü, ÷òî End(Q/Z) ≃

∏
p Zp (áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå ïî âñåì ïðîñòûì p).

7. (Ëåììà Ôèòòèíãà) Ïóñòü M � íåðàçëîæèìûé ìîäóëü êîíå÷íîé äëèíû, è φ ∈ End(M).
Äîêàçàòü:

(a) åñëè φ ñþðúåêòèâåí, òî ýòî àâòîìîðôèçì (óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîäìîäóëåé Ker(φn));

(b) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå φ íèëüïîòåíòåí (óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìî-
äóëåé Im(φn) è îòùåïèòü Im(φn) ïðÿìûì ñëàãàåìûì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n).

8. Ìîäóëü M êîíå÷íîé äëèíû íåðàçëîæèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëüöî End(M) ëîêàëü-
íî.

9. (Òåîðåìà Êðóëëÿ�Ðåìàêà�Øìèäòà) ÏóñòüM =M1⊕· · ·⊕Mk = N1⊕· · ·⊕Nl � äâà ðàçëîæåíèÿ
ìîäóëÿ êîíå÷íîé äëèíû â ïðÿìóþ ñóììó íåðàçëîæèìûõ ïîäìîäóëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φij :
Nj →Mi è ψji :Mi → Nj îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè íà ñëàãàåìûå ïåðâîãî è âòîðîãî ðàçëîæåíèé,
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü:

(a) äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , k} ñóùåñòâóåò òàêîé j ∈ {1, . . . , l}, ÷òî φijψji : Mi → Mi �
àâòîìîðôèçì (óêàçàíèå: φi1ψ1i + · · ·+ φilψli = idMi

);

(b) â ýòîì ñëó÷àå φij è ψji � èçîìîðôèçìû (óêàçàíèå: ψjiφij � òîæå àâòîìîðôèçì);

(c) åñëè φ11 � èçîìîðôèçì, òî M = N1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mk;

(d) k = l è, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñëàãàåìûõ, Mi ≃ Ni ïðè âñåõ i = 1, . . . , k.


