
Äîìàøíåå çàäàíèå �4

1. Âû÷èñëèòü:

(a) Q/Z⊗Z Q/Z;
(b) Matm,n(K)⊗Matn(K) Matn,p(K).

2. Ïóñòü M � àáåëåâà ãðóïïà â àääèòèâíîé çàïèñè, ò.å. Z-ìîäóëü. Äîêàçàòü, ÷òî M ⊗Z Q ≃
M/Tor(M)⊗Z Q, ãäå Tor(M) � ïîäãðóïïà êðó÷åíèÿ (ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà â M).

3. (Êîììóòàòèâíîñòü òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ) ÏóñòüA� êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëü-
öî (èëè àëãåáðà), M è N � ìîäóëè íàä A (â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè íåâàæíî, ëåâûå èëè
ïðàâûå). Ïîñòðîèòü åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì M ⊗A N ≃ N ⊗AM .

4. (Ðàíã ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ) Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ìîäóëü M íàä êîììóòàòèâíûì àññîöèàòèâ-
íûì êîëüöîì (àëãåáðîé) A ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì, åñëè îí îáëàäàåò áàçèñîì, ò.å.
òàêèì íàáîðîì ýëåìåíòîâ e1, . . . , en, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò m ∈ M åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå m = a1e1 + · · · + anen, ãäå a1, . . . , an ∈ A. Äîêàçàòü, ÷òî âî âñåõ áàçèñàõ
ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (íàçûâàåìîå ðàíãîì ìîäóëÿ M).

5. (Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ãîìîìîðôèçìîâ) Ïóñòü φ : M → M ′ � ãîìîìîðôèçì ïðàâûõ ìî-
äóëåé, à ψ : N → N ′ � ãîìîìîðôèçì ëåâûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì (àëãåáðîé) A. Äîêàçàòü,
÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ãîìîìîðôèçì φ⊗ ψ :M ⊗A N →M ′ ⊗A N

′, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñâîéñòâó (φ⊗ ψ)(m⊗ n) = φ(m)⊗ ψ(n), ∀m ∈M , n ∈ N .

6. (Òî÷íîñòü ñïðàâà ôóíêòîðà ⊗) Ïóñòü çàäàíà êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîìî-
ìîðôèçìîâ ïðàâûõ A-ìîäóëåé

0 −−−→ M ′ φ−−−→ M
ψ−−−→ M ′′ −−−→ 0

(òî÷íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ÿäðî êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ îáðà-
çîì ïðåäûäóùåãî ãîìîìîðôèçìà; â ÷àñòíîñòè, φ èíúåêòèâåí, à ψ ñþðúåêòèâåí), è N � ëåâûé
A-ìîäóëü. Äîêàçàòü:

(a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

M ′ ⊗A N
φ⊗idN−−−−→ M ⊗A N

ψ⊗idN−−−−→ M ′′ ⊗A N −−−→ 0

òî÷íà;

(b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −−−→ M ′ ⊗A N
φ⊗idN−−−−→ M ⊗A N

íå âñåãäà òî÷íà (ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð).

(c) Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ãîìîìîðôèçìîâ ëåâûõ A-ìîäóëåé.


