
Äîìàøíåå çàäàíèå �5

1. Ïóñòü A,B ∈ Matm,n(K) � äâå ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà, è C = A ⊙ B ∈ Matm,n(K) �
èõ ïðîèçâåäåíèå Àäàìàðà, ò.å. cij = aijbij. Äîêàçàòü, ÷òî rkC ≤ rkA · rkB.

2. Ïóñòü V,W � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K. Äîêàçàòü:

(a) åñëè V ′ ⊆ V , W ′ ⊆ W � ïîäïðîñòðàíñòâà, òî V ′⊗W ′ êàíîíè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â V ⊗W
â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà (òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áåðóòñÿ íàä K);

(b) åñëè V ′′ ⊆ V , W ′′ ⊆ W � äðóãîé íàáîð ïîäïðîñòðàíñòâ, òî

(V ′ ⊗W ′) ∩ (V ′′ ⊗W ′′) = (V ′ ∩ V ′′)⊗ (W ′ ∩W ′′);

(c) ëþáîé ýëåìåíò u ∈ V ⊗W ïðåäñòàâèì â âèäå u = v1⊗w1+ v2⊗w2+ · · ·+ vr ⊗wr, ãäå îáå
ñèñòåìû âåêòîðîâ {v1, . . . , vr} è {w1, . . . , wr} â ïðîñòðàíñòâàõ V,W ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

(d) ÷èñëî r ñëàãàåìûõ âûøåóêàçàííîãî ðàçëîæåíèÿ äàííîãî ýëåìåíòà u íå çàâèñèò îò âûáîðà
ðàçëîæåíèÿ;

(e) ïðè r = 1 âåêòîðû v1, w1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî u îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëü-
íîñòè.

3. Ïóñòü V1 . . . , Vs,W � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì K. Ïîñòðîèòü êàíî-
íè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì ïîëèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé V1 × · · · × Vs → W
è ïðîñòðàíñòâîì V ∗

1 ⊗ · · · ⊗ V ∗
s ⊗W .

4. Ïóñòü V,W � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòåé n,m íàä ïîëåì K, è A,B � ëèíåéíûå
îïåðàòîðû íà V è W , ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü:

(a) tr(A⊗ B) = tr(A) · tr(B);
(b) det(A⊗ B) = det(A)m · det(B)n.

5. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå àëãåáðû èçîìîðôíû:

(a) Matn(K)⊗K A ≃ Matn(A) äëÿ ëþáîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû A íàä ïîëåì K;

(b) Matn(K)⊗K Matm(K) ≃ Matnm(K);

(c) K[x1, . . . , xn]⊗K K[y1, . . . , ym] ≃ K[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym];

(d) F(X,K)⊗K F(Y,K) ≃ F(X ×Y,K), åñëè õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ X, Y êîíå÷íî (çäåñü
F(Z,K) � àëãåáðà ôóíêöèé íà ìíîæåñòâå Z ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå K);

(e) An(K)⊗K Am(K) ≃ An+m(K);

(f) C⊗R H ≃ Mat2(C);
(g) H⊗R H ≃ Mat4(R);
(h) Q(

√
2)⊗Q Q(

√
3) ≃ Q(

√
2 +
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3).

6. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : Matn(K) → Matn(K) ⊗K Matn(K), çàäàâàåìîå íà
áàçèñå èç ìàòðè÷íûõ åäèíèö ôîðìóëîé φ(Eij) = Eij ⊗ Eij, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.

7. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé, B,C ⊂ A � å¼ ïîäàëãåáðû,
êîììóòèðóþùèå äðóã ñ äðóãîì è ïîðîæäàþùèå A êàê àëãåáðó, ïðè÷¼ì dimA = dimB ·dimC.
Äîêàçàòü, ÷òî A ≃ B ⊗ C.


