
Äîìàøíåå çàäàíèå �9

1. Äåéñòâèå àääèòèâíîé ãðóïïûG = R ïîëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà ñåáå ñàìîé ñäâèãàìè ïî ôîð-

ìóëå x
t7−→ x+ t îïðåäåëÿåò å¼ ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå R â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé F(R,R).

(a) Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ R[x] èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî R.

(b) Íàéòè âñå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â R[x].
(c) Çàïèñàòü ìàòðèöàìè â ïîäõîäÿùåì áàçèñå îïåðàòîðû R(t) â îãðàíè÷åíèè íà èíâàðèàíò-

íîå ïîäïðîñòðàíñòâî R[x]≤2 ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè ≤ 2.

2. Äëÿ êàæäîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû g ∈ GLn(K) îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð R(g) â
ïðîñòðàíñòâå Matn(K) ïî ôîðìóëå: R(g)X = g ·X · g⊤. Äîêàçàòü:

(a) R � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû GLn(K) â ïðîñòðàíñòâå Matn(K);

(b) åñëè charK ̸= 2, òî ïðåäñòàâëåíèå R âïîëíå ïðèâîäèìî.

(c) Â óñëîâèÿõ ï. (b) ðàçëîæèòü R â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

3. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì K. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå
R : GL(V ) → GL

(∧k(V )
)
, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé R(g)(v1 ∧ · · · ∧ vk) = gv1 ∧ · · · ∧ gvk, åñòü

íåïðèâîäèìîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå.

4. Äîêàçàòü, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû G îäíîìåðíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G àáåëåâà.

5. Äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå R ãðóïïû G = ⟨g1⟩2 × ⟨g2⟩2 çàäàíî ôîðìóëàìè:

R(g1) =

(
0 1
1 0

)
, R(g2) =

(
0 −1
−1 0

)
.

Ðàçëîæèòü R â ïðÿìóþ ñóììó íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

6. (Êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå Ìàøêå â ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêå) Äîêàçàòü:

(a) ôîðìóëà

R(k mod p) =

(
1 k · 1
0 1

)
çàäàåò äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå R àääèòèâíîé ãðóïïû Z/pZ íàä ïîëåì K
õàðàêòåðèñòèêè p > 0;

(b) ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå R ïðèâîäèìî, íî íå âïîëíå ïðèâîäèìî.


