
Äîìàøíåå çàäàíèå �5

1. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Z[
√
3] áåñêîíå÷íà.

2. Ïóñòü Zp � ìíîæåñòâî öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî Zp � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé íóëÿ,
ñîäåðæàùåå Z.

(b) Íàéòè ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ Z×
p .

(c) Îïèñàòü âñå èäåàëû â Zp.

3. Îïèñàòü âñå èäåàëû â àëãåáðå K[[x]].

4. Íàéòè ãðóïïó îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ôàêòîðàëãåáðû K[x]/K[x] · xn.

5. Ïóñòü A � êîíå÷íîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî. Äîêàçàòü, ÷òî:

(a) åñëè A íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ, òî A ñîäåðæèò åäèíèöó, è âñå íåäåëèòåëè íóëÿ â A
îáðàòèìû;

(b) åñëè A ñîäåðæèò åäèíèöó, òî â í¼ì ëþáîé îáðàòèìûé ñëåâà ýëåìåíò îáðàòèì ñïðàâà è
íàîáîðîò;

(c) åñëè A ñîäåðæèò åäèíèöó, òî â í¼ì ëþáîé ëåâûé äåëèòåëü íóëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåëè-
òåëåì íóëÿ è íàîáîðîò.

6. Ïóñòü A � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé è a, b ∈ A. Äîêàçàòü, ÷òî:

(a) åñëè ab è ba îáðàòèìû, òî a è b îáðàòèìû;

(b) åñëè A íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ è ab îáðàòèìî, òî a è b îáðàòèìû;

(c) â îáùåì ñëó÷àå èç îáðàòèìîñòè ab íå ñëåäóåò îáðàòèìîñòü a è b;

(d) åñëè 1 + ab îáðàòèì, òî 1 + ba îáðàòèì.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â àññîöèàòèâíîì êîëüöå (èëè àëãåáðå) ñ åäèíèöåé âñå íåîáðàòèìûå ýëå-
ìåíòû îáðàçóþò àääèòèâíóþ ïîäãðóïïó (èëè ïîäïðîñòðàíñòâî), òî ýòî ìíîæåñòâî � äâóñòî-
ðîííèé èäåàë. Òàêèå êîëüöà (àëãåáðû) íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè.

8. Íàéòè âñå ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â êîëüöå âû÷åòîâ Z/nZ. Ïðè êàêèõ n ýòî êîëüöî áóäåò
ëîêàëüíûì?


