
Äîìàøíåå çàäàíèå �9

1. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â êîëüöå Z[i] íàéòè ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ n = a2 + b2, a, b ∈ Z>0 (ïîðÿäîê ñëàãàåìûõ íå
ó÷èòûâàåòñÿ):

(a) åñëè n èìååò íàòóðàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü p = 4k + 3 íå÷¼òíîé êðàòíîñòè, òî â ñóììó
äâóõ êâàäðàòîâ íå ðàçëàãàåòñÿ;

(b) åñëè âñå íàòóðàëüíûå ïðîñòûå äåëèòåëè âèäà p = 4k+3 ÷èñëà n èìåþò ÷¼òíóþ êðàòíîñòü,
è äðóãèõ íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé íåò, òî n èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå;

(c) â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæåíèÿ ðàâíî d(m1 + 1) · · · (ms + 1)/2e, ãäå
m1, . . . ,ms � êðàòíîñòè ïðîñòûõ äåëèòåëåé p1, . . . , ps âèäà 4k+1 ÷èñëà n (d · e îáîçíà÷àåò
âåðõíþþ öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, ò.å. áëèæàéøåå ñâåðõó öåëîå ÷èñëî).

2. Íàéòè âñå ðàçëîæåíèÿ â ñóììó äâóõ êâàäðàòîâ (â ñìûñëå çàäà÷è 1) ÷èñåë

(a) 1980;

(b) 15925;

(c) 78408.

3. Êâàòåðíèîí q = a+bi+cj+dk íàçûâàåòñÿ öåëûì, åñëè ëèáî a, b, c, d ∈ Z, ëèáî a, b, c, d ∈ 1
2

+Z.
Äîêàçàòü:

(a) ìíîæåñòâî öåëûõ êâàòåðíèîíîâ Hint � àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé áåç äåëèòåëåé
íóëÿ, íà êîòîðîì êâàòåðíèîííàÿ íîðìà N(q) = qq̄ = a2 + b2 + c2 + d2 ïðèíèìàåò öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;

(b) äëÿ ëþáîãî q ∈ H ñóùåñòâóåò òàêîé q0 ∈ Hint, ÷òî N(q − q0) < 1;

(c) (äåëåíèå ñ îñòàòêîì) äëÿ ëþáûõ q1, q2 ∈ Hint \ {0} ñóùåñòâóþò òàêèå q0, r ∈ Hint, ÷òî
q1 = q2q0 + r è N(r) < N(q2);

(d) âñå ëåâûå è âñå ïðàâûå èäåàëû â Hint � ãëàâíûå.

4. Íàéòè ãðóïïó H×
int
.

5. Ïóñòü p ∈ N � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàçàòü:

(a) ñóùåñòâóþò òàêèåm,n ∈ Z, ÷òîm2+n2+1 äåëèòñÿ íà p (óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå
x2 + y2 + 1̄ = 0̄ íàä Fp);

(b) p = N(π) äëÿ íåêîòîðîãî π ∈ Hint (óêàçàíèå: â îáîçíà÷åíèÿõ ïóíêòà 5a, äëÿ q = 1+mi+nj
ðàññìîòðåòü ïðàâûé èäåàë qHint + pHint = πHint);

(c) åñëè π = a + bi + cj + dk, ãäå a, b, c, d ∈ 1
2

+ Z, òî äëÿ íåêîòîðîãî ρ = ±1
2
± 1

2
i ± 1

2
j ± 1

2
k

öåëûé êâàòåðíèîí πρ èìååò öåëûå êîîðäèíàòû â áàçèñå {1, i, j, k} è òó æå íîðìó p.

6. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ:
n = a2 + b2 + c2 + d2, a, b, c, d ∈ Z>0.


