
Ïðîãðàììà ýêçàìåíà ïî àëãåáðå,

2 êóðñ, 1 ïîòîê, îñåíü 2021 ã.

Ëåêòîð Ä. À. Òèìàø¼â

1. Íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû. Ôàêòîðãðóïïû.

2. Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï, èõ ÿäðà è îáðàçû. Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ ãðóïï.

3. Ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïï, îäíà èç êîòîðûõ íîðìàëüíà, ôàêòîðèçàöèÿ ïî íîðìàëüíîìó ìíîæèòåëþ.

4. Àâòîìîðôèçìû ãðóïï. Àâòîìîðôèçìû öèêëè÷åñêîé ãðóïïû. Âíóòðåííèå àâòîìîðôèçìû, öåíòð
ãðóïïû.

5. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå (ïðÿìàÿ ñóììà) ãðóïï � âíóòðåííåå è âíåøíåå, èõ ýêâèâàëåíòíîñòü.

6. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

7. Ôàêòîðèçàöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðóïï ïî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ïîäãðóïï è ïî ñîìíîæè-
òåëÿì.

8. Ñèñòåìû ïîðîæäàþùèõ â ãðóïïå. Ïîðîæäàþùèå ãðóïï Sn, An, GLn(K), SLn(K).

9. Êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå è ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû. Ðàíã ñâîáîäíîé ãðóïïû. Èçîìîðôèçì ñâî-
áîäíûõ ãðóïï îäíîãî ðàíãà.

10. Ñâîáîäíîñòü è ðàíã ïîäãðóïïû â ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå.

11. Äèñêðåòíûå ïîäãðóïïû è ðåø¼òêè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

12. Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïû, ñîãëàñîâàííîãî ñ ïîäãðóïïîé.

13. Óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî ñâîáîäíîé ãðóïïû. Ðàçëîæåíèå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïû
â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ è áåñêîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï: ñóùåñòâîâàíèå.

14. Ðàçëîæåíèå êîíå÷íî ïîðîæä¼ííîé àáåëåâîé ãðóïïû â ïðÿìóþ ñóììó ïðèìàðíûõ è áåñêîíå÷íûõ
öèêëè÷åñêèõ ãðóïï: åäèíñòâåííîñòü.

15. Ýêñïîíåíòà ãðóïïû, êðèòåðèé öèêëè÷íîñòè êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû â òåðìèíàõ ýêñïîíåíòû.
Öèêëè÷íîñòü êîíå÷íîé ïîäãðóïïû â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ.

16. Äåéñòâèÿ ãðóïï íà ìíîæåñòâàõ: ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé, ïðèìåðû. Òåîðåìà Êýëè.

17. Îðáèòû è ñòàáèëèçàòîðû, ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà íà îðáèòû ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû, ñîïðÿæ¼ííîñòü
ñòàáèëèçàòîðîâ òî÷åê èç îäíîé îðáèòû.

18. Áèåêöèÿ ìåæäó îðáèòîé è ìíîæåñòâîì ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ñòàáèëèçàòîðó. ×èñëî ýëåìåíòîâ â
îðáèòå äåéñòâèÿ êîíå÷íîé ãðóïïû. Ãðóïïà âðàùåíèé êóáà. Ýïèìîðôèçì S4 → S3.

19. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ñåáå ñîïðÿæåíèÿìè. Êëàññû ñîïðÿæ¼ííîñòè è öåíòðàëèçàòîðû. Êëàññû ñî-
ïðÿæ¼ííîñòè è öåíòð ãðóïïû Sn.

20. ×èñëî ýëåìåíòîâ â êëàññå ñîïðÿæ¼ííîñòè â êîíå÷íîé ãðóïïå, ôîðìóëà êëàññîâ. Íåòðèâèàëüíîñòü
öåíòðà êîíå÷íîé p-ãðóïïû. Ãðóïïû ïîðÿäêà p2 (ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî).

21. Êîììóòàòîðû ýëåìåíòîâ è êîììóòàíò ãðóïïû, åãî ñâîéñòâà.

22. Êîììóòàíòû ãðóïï Sn, An (ïðè n ≥ 5), GLn(K), SLn(K).

23. Êðàòíûå êîììóòàíòû, èõ ñâîéñòâà. Ðàçðåøèìûå ãðóïïû, êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè. Ïðè êàêèõ n
ãðóïïà Sn ðàçðåøèìà?

24. Íåðàçðåøèìîñòü ãðóïï GLn(K) è SLn(K). Ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû òðåóãîëüíûõ ìàòðèö è êîíå÷-
íûõ p-ãðóïï.

25. Ïðîñòûå ãðóïïû, ñëó÷àé àáåëåâûõ ãðóïï. Ïðîñòîòà ãðóïïû An ïðè n ≥ 5.

26. Ïðîñòîòà ãðóïïû SO3(R).
27. Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû. Ïåðâàÿ òåîðåìà Ñèëîâà.

28. Âòîðàÿ òåîðåìà Ñèëîâà. Êðèòåðèé íîðìàëüíîñòè ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû.

29. Íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû. Òðåòüÿ òåîðåìà Ñèëîâà.

30. Ãðóïïû ïîðÿäêà pq (ãäå p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà).

31. Ëèíåéíûå è ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû. Ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Ãîìîìîðôèçìû è èçîìîðôèçìû ïðåäñòàâëåíèé.



32. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïðèâîäèìûå, âïîëíå ïðèâîäèìûå, íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ.
Ïðÿìàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíèé, ðàçëîæåíèå âïîëíå ïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà íåïðèâîäèìûå.

33. Òåîðåìà Ìàøêå. Ðàçëîæåíèå ìîíîìèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Sn â ïðÿìóþ ñóììó íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

34. Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, èõ ïîëíàÿ ïðèâîäèìîñòü. Îðòîãîíàëèçóåìîñòü (óíè-
òàðèçóåìîñòü) âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ) ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

35. Èíâàðèàíòíîñòü ÿäðà è îáðàçà ãîìîìîðôèçìà ïðåäñòàâëåíèé. Ëåììà Øóðà. Óñðåäíåíèå ëèíåé-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ïî ãðóïïå.

36. Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âî âïîëíå ïðèâîäèìîì êîìïëåêñíîì ïðåäñòàâëåíèè.

37. Íåïðèâîäèìûå êîìïëåêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï, èõ îïèñàíèå äëÿ êîíå÷íûõ àáåëåâûõ
ãðóïï.

38. Îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï. ×èñëî îäíîìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóï-
ïû. Îäíîìåðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Sn.

39. Êðàòíîñòè íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû â å¼ ðåãóëÿðíîì ïðåä-
ñòàâëåíèè. Ñóììà êâàäðàòîâ ðàçìåðíîñòåé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

40. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé
íà êîíå÷íîé ãðóïïå â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ íåïðèâîäèìûõ êîìïëåêñ-
íûõ ïðåäñòàâëåíèé.

41. Öåíòðàëüíûå ôóíêöèè íà ãðóïïå è õàðàêòåðû ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Õàðàêòåðû íåïðèâîäè-
ìûõ êîìïëåêñíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íîé ãðóïïû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà öåíòðàëüíûõ
ôóíêöèé. ×èñëî íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

42. Ýðìèòîâà ñòðóêòóðà íà ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé íà êîíå÷íîé ãðóïïå, ñîîòíîøåíèÿ îð-
òîãîíàëüíîñòè äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ è õàðàêòåðîâ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé. Êðàòíîñòü
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðîâ.

43. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû Sn ïðè n ≤ 4.

44. Àëãåáðû: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû. Ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû. Ãðóïïîâàÿ àëãåáðà. Àëãåáðà êâàòåð-
íèîíîâ. Òåëà è àëãåáðû ñ äåëåíèåì.

45. Èäåàëû â êîëüöàõ è àëãåáðàõ. Ôàêòîðêîëüöà è ôàêòîðàëãåáðû.

46. Ãîìîìîðôèçìû êîëåö è àëãåáð, èõ ÿäðà è îáðàçû, îñíîâíàÿ òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìàõ.

47. Ïðÿìàÿ ñóììà êîëåö è àëãåáð. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ äëÿ êîëåö âû÷åòîâ. ßâíàÿ ôîðìóëà
äëÿ ôóíêöèè Ýéëåðà.

48. Ïðîñòûå êîëüöà è àëãåáðû. Êðèòåðèé ïðîñòîòû êîììóòàòèâíîãî àññîöèàòèâíîãî êîëüöà ñ 1. Ïðî-
ñòîòà àëãåáðû ìàòðèö.

49. Èäåàë, ïîðîæä¼ííûé ñåìåéñòâîì ýëåìåíòîâ êîììóòàòèâíîãî êîëüöà. Ãëàâíûå èäåàëû. Êîëüöà
ãëàâíûõ èäåàëîâ: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû.

50. Ôàêòîðàëãåáðû àëãåáðû ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé.

51. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ýëåìåíòû â àññîöèàòèâíîé àëãåáðå ñ 1. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî-
÷ëåí àëãåáðàè÷åñêîãî ýëåìåíòà.

52. Ïðèñîåäèíåíèå ê ïîëþ êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà.

53. Êîíå÷íûå è êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé. Ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ, òåîðåìà î áàøíå.

54. Àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå ïîëÿ â åãî ðàñøèðåíèè. Ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

55. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà.

56. Ïðîñòûå ïîëÿ, èõ ñòðóêòóðà. Ïðîñòîå ïîäïîëå äàííîãî ïîëÿ.

57. Êîíå÷íûå ïîëÿ, èõ êëàññèôèêàöèÿ.

58. Ïîñòðîåíèå êîíå÷íûõ ïîëåé ïðèñîåäèíåíèåì ê Zp êîðíÿ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîëå èç 4
ýëåìåíòîâ. Âëîæåíèÿ êîíå÷íûõ ïîëåé.

59. Öåíòð êîëüöà è àëãåáðû. Öåíòðàëüíûå àëãåáðû, ïðèìåðû. Êîíå÷íîìåðíûå àëãåáðû ñ äåëåíèåì.

60. Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà.

61.∗ Òåîðåìà Âåääåðáàðíà î êîíå÷íûõ òåëàõ.
∗Äëÿ äîñðî÷íîãî ýêçàìåíà.
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