
Ñòðóêòóðà êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé íàä êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ:

äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè íàáîðà èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé

Îáîçíà÷åíèÿ: M � êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûé ìîäóëü íàä êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ A;

M ' A/Au1 ⊕ · · · ⊕ A/Aum ⊕ A⊕ · · · ⊕ A,

ãäå u1|u2| . . . |um, ui íå ðàâíû 0 è íåîáðàòèìû. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî íàáîð (u1, u2, . . . , um)
îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ ui íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû.

Êàê áûëî ïîêàçàíî íà ëåêöèè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ðàçëî-
æåíèè îòñóòñòâóåò ñâîáîäíàÿ ÷àñòü: M ' A/Au1 ⊕ · · · ⊕ A/Aum. Êðîìå òîãî, èäåàë Aum �
íàèìåíüøèé èç àííóëÿòîðîâ ýëåìåíòîâ ìîäóëÿ M (ò.å. àííóëÿòîð âñåãî ìîäóëÿ M). Ïîýòîìó
ýëåìåíò um îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòèìîãî ìíîæèòåëÿ.

Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî ÷èñëó ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèè um.

Ëåììà 1. p ∈ A � ïðîñòîé ýëåìåíò =⇒ A/Ap � ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áûëî íà ëåêöèè.

Ëåììà 2. p ∈ A � ïðîñòîé ýëåìåíò =⇒

A/Au⊗A A/Ap =

{
A/Ap, p|u,
0, p - u.

Äîêàçàòåëüñòâî. p|u =⇒ A/Au⊗A A/Ap = A/Au⊗A/Au A/Ap = A/Ap;
p - u =⇒ u+Ap 6= 0 â A/Ap =⇒ (a+Au)⊗(b+Ap) = (au+ Au)⊗ (u+ Ap)−1(b+ Ap) = 0,

∀a, b ∈ A =⇒ A/Au⊗A A/Ap = 0.

Èç ëåìì âûòåêàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàM⊗AA/Ap íàä ïîëåì A/Ap
íå ïðåâîñõîäèò m è ðàâíà m â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà p|u1. Ïîýòîìó m îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ êàê maxp dimA/Ap M ⊗A A/Ap (ìàêñèìóì ïî âñåì ïðîñòûì ýëåìåíòàì p êîëü-
öà A) è íå çàâèñèò îò ðàçëîæåíèÿ.

Âîçüì¼ì îäèí èç òàêèõ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ p, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì, è ðàñ-
ñìîòðèì ïîäìîäóëü pM ⊆M . Èìååì pM ' Ap/Au1⊕· · ·⊕Ap/Aum ' A/Au′1⊕· · ·⊕A/Au′m, ãäå
u′i = ui/p. Òå ñëàãàåìûå, ó êîòîðûõ u

′
i îáðàòèìû, ðàâíû 0, è èõ ìîæíî îòáðîñèòü, à îñòàëüíûå

u′i ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîæèòåëÿìè äëÿ pM è îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ
äî óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
íàáîð òåõ ui, êîòîðûå íå àññîöèèðîâàíû ñ p, îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî, à ïîñêîëüêó îáùåå êî-
ëè÷åñòâî èíâàðèàíòíûõ ìíîæèòåëåé íå çàâèñèò îò ðàçëîæåíèÿ (êàê ìû óæå âûÿñíèëè), òî
è âåñü íàáîð (u1, . . . , um) îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî îáðàòèìûõ ìíîæèòåëåé.


