
Äîìàøíåå çàäàíèå �1

1. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà SLn(K) ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè â GLn(K),
è íàéòè å¼ ðàçìåðíîñòü.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Op,q(R) ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè â GLn(R)
(n = p+ q), è íàéòè å¼ ðàçìåðíîñòü.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè Ëè â GLn(C) (ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé, êàê âåùåñòâåííàÿ ãðóïïà Ëè), è íàéòè èõ ðàçìåðíîñòè:

(a) ãðóïïà Up,q(C) ïñåâäîóíèòàðíûõ ìàòðèö, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì îïåðàòîðàì
â ïðîñòðàíñòâå Cn (n = p + q), ñîõðàíÿþùèì ýðìèòîâó ïîëóòîðàëèíåéíóþ ôîðìó γ
ñèãíàòóðû (p, q) â êàíîíè÷åñêîé çàïèñè γ(x, y) = x1y1 + · · ·+ xpyp− xp+1yp+1− · · · − xnyn;

(b) ãðóïïà SUn(C) óíèòàðíûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

4. Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïàGLn(H) íåâûðîæäåííûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé
ãðóïïîé Ëè, è íàéòè å¼ ðàçìåðíîñòü.

5. Ïóñòü íà ïðîñòðàíñòâå Cn çàäàíî ñòàíäàðòíîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå óìíîæåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî
Un(C) åñòü ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èç òð¼õ ïîäãðóïï GLn(C), O2n(R), Sp2n(R) â GL2n(R), ãäå
îðòîãîíàëüíàÿ è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê âåùåñòâåííîé è
ìíèìîé ÷àñòè ýðìèòîâà ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ íà Cn ' R2n.

6. Ïóñòü íà (ïðàâîì) êâàòåðíèîííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Hn çàäàíà ñòàíäàðòíàÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà γ(x, y) = x1y1+ · · ·+xnyn. Äîêàçàòü:

(a) H-ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ñîõðàíÿþùèå γ, çàäàþòñÿ óíèòàðíûìè êâàòåðíèîííûìè ìàò-

ðèöàìè, ò.å. òàêèìè g ∈ GLn(H), ÷òî g∗ · g = e (çäåñü ∗ îáîçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå
êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö);

(b) ãðóïïà óíèòàðíûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö Un(H) ⊂ GLn(H) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè.
Êàêîâà å¼ ðàçìåðíîñòü?

(c) Ðàçëîæèì γ(x, y) = α(x, y) + k · ω(x, y) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì H = C⊕ k ·C ' C2

(çäåñü k � îäíà èç êâàòåðíèîííûõ åäèíèö). Òîãäà α è ω � ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå óìíî-
æåíèå è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Hn ' C2n,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì ω(x, y) = α(x · k, y).

(d) Äîêàçàòü, ÷òî Un(H) åñòü ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èç òð¼õ ïîäãðóïï GLn(H), U2n(C),
Sp2n(C) â GL2n(C), ãäå óíèòàðíàÿ è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî îòíî-
øåíèþ ê ôîðìàì α è ω, ñîîòâåòñòâåííî.

7. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä K.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà å¼ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ A× ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè.

(b) ×òî ýòî çà ãðóïïà Ëè, åñëè A = K[x]/(x2)?


