
Äîìàøíåå çàäàíèå �2

1. Ïóñòü γ � ýðìèòîâà èëè êîñîýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà íà (ïðàâîì) êâàòåðíèîííîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Hn. Äîêàçàòü:

(a) Åñëè γ(x, x)=0, ∀x ∈ Hn, òî γ = 0.

(b) Â ýðìèòîâîì ñëó÷àå ïóòåì çàìåíû áàçèñà ôîðìó γ ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîçíà÷íî îïðå-
äåë¼ííîìó ñòàíäàðòíîìó âèäó γ(x, y) = x1y1 + · · ·+ xpyp − xp+1yp+1 − · · · − xp+qyp+q.

(c) Â êîñîýðìèòîâîì ñëó÷àå ïóòåì çàìåíû áàçèñà ôîðìó γ ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîçíà÷íî
îïðåäåë¼ííîìó ñòàíäàðòíîìó âèäó γ(x, y) = x1 · k · y1 + · · ·+ xr · k · yr.

2. Ïóñòü íà Hn çàäàíà ñòàíäàðòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ êîñîýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà
γ(x, y) = x1 · k · y1 + · · ·+ xn · k · yn.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà êîñîóíèòàðíûõ êâàòåðíèîííûõ ìàòðèö U∗
n(H) ⊂ GLn(H), ñî-

îòâåòñòâóþùèõ H-ëèíåéíûì îïåðàòîðàì, ñîõðàíÿþùèì γ, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè, è
íàéòè å¼ ðàçìåðíîñòü?

(b) Ðàçëîæèì γ(x, y) = α(x, y) + k · ω(x, y) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì H = C ⊕ k · C.
Òîãäà α è ω � êîñîýðìèòîâà ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà ñèãíàòóðû (n, n) è ñèììåòðè÷å-
ñêàÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà ðàíãà 2n íà êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Hn ' C2n,
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì ω(x, y) = α(x · k, y).

(c) Äîêàçàòü, ÷òî U∗
n(H) åñòü ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èç òð¼õ ïîäãðóïï GLn(H), Un,n(C),

O2n(C) â GL2n(C), ãäå ïñåâäîóíèòàðíàÿ è îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî
îòíîøåíèþ ê ôîðìàì α è ω, ñîîòâåòñòâåííî.

3. Äîêàçàòü ñâÿçíîñòü ñëåäóþùèõ ãðóïï Ëè:

(a) SLn(K);

(b) Sp2n(K);

(c) Un(C);
(d) GLn(H).

4. Íàéòè êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðóïïû Ëè On(C).

5. (a) Èç êàêèõ ìàòðèö ñîñòîèò ãðóïïà Ëè O1,1(R) è êàê óñòðîåíû å¼ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè?

(b) Äîêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Ëè Op,q(R)◦ ñîñòîèò èç ïñåâäîîðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ
îïðåäåëèòåëü è âåðõíèé ëåâûé óãëîâîé ìèíîð ïîðÿäêà p ïîëîæèòåëüíû.

(c) Âû÷èñëèòü ãðóïïó êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè Op,q(R)/Op,q(R)◦.

6. Äîêàçàòü, ÷òî Sp2n(K) ⊂ SL2n(K).

7. Îïèñàòü âñå ñîáñòâåííûå ïîäãðóïïû Ëè

(a) â àääèòèâíîé ãðóïïå K;

(b) â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå K×.


