
Äîìàøíåå çàäàíèå �3

1. Íà G = R2 ââåäåíà ñòðóêòóðà ãðóïïû Ëè ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ: x ·y = (x1+e
−x2y1, x2+y2).

Îïèñàòü ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà G è ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå exp :
g→ G.

2. Íà G = R3 çàäàíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ:

x · y = (x1 + y1 cosx3 − y2 sinx3, x2 + y1 sinx3 + y2 cosx3, x3 + y3).

(a) Äîêàçàòü, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ ïðåâðàùàåò G â ãðóïïó Ëè.

(b) Íàéòè êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè g.

(c) Îïèñàòü ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà G.

(d) Âû÷èñëèòü ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå exp : g→ G.

3. Íàéòè êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè ãðóïï Ëè:

(a) Op,q(R);
(b) Up,q(C);
(c) Un(H).

4. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àññîöèàòèâíàÿ àëãåáðà ñ åäèíèöåé íàä ïîëåì K = R èëè C è
G = A× � ãðóïïà Ëè å¼ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî g = A(−) � ïðèñîåäèí¼ííàÿ

àëãåáðà Ëè ê àññîöèàòèâíîé àëãåáðå A, ò.å. âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî A ñ íîâîé îïåðàöèåé
(âìåñòî àññîöèàòèâíîãî óìíîæåíèÿ): [ξ, η] = ξ · η − η · ξ.

5. Íà ñôåðàõ êàêèõ ðàçìåðíîñòåé èç äèàïàçîíà {1, 2, 3, 4} ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó ãðóïïû Ëè?

6. Îïðåäåëèì íà ãðóïïå Ëè G âåêòîðíîçíà÷íóþ (ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå Ëè g) äèôôåðåíöè-
àëüíóþ 1-ôîðìó Ìàóðåðà�Êàðòàíà: θ(ξ) = ξ · g−1 ∈ g, ∀g ∈ G, ξ ∈ TgG. Äîêàçàòü, ÷òî ôîðìà
Ìàóðåðà�Êàðòàíà óäîâëåòâîðÿåò ñòðóêòóðíîìó óðàâíåíèþ:

dθ =
1

2
θ ∧ θ

(âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì α, β ñî çíà÷åíèÿìè â g îïðåäåëÿåòñÿ
îáû÷íîé ôîðìóëîé, òîëüêî óìíîæåíèå ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé çàìåíÿåòñÿ íà óìíîæåíèå â g:
(α ∧ β)(ξ, η) = [α(ξ), β(η)]− [α(η), β(ξ)]).

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äèôôåîìîðôèçì ãðóïïû Ëè G ñîõðàíÿåò ôîðìó Ìàóðåðà�Êàðòàíà θ, òî
ýòî äèôôåîìîðôèçì ïðàâîãî ñäâèãà.


