
Äîìàøíåå çàäàíèå �4

1. Ïóñòü x(t) ∈ Kn � âåêòîð-ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà t, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ẋ(t) = Ax(t) + y, ãäå y ∈ Kn è A � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà Kn, ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = 0. Äîêàçàòü:

x(t) =
exp(tA)− E

A
(y), ãäå
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A
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3!
A2 + · · · .

2. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ äèôôåðåíöèàëà ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ exp : g→ G â ïðîèç-
âîëüíîé òî÷êå:

dξ exp(η) =
exp ad(ξ)− E

ad(ξ)
(η) · exp(ξ), ∀ξ, η ∈ g.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå âûðîæäåíî â òî÷êå ξ ∈ g òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îïåðàòîð ad(ξ) èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âèäà 2πki, k ∈ Z \ {0}.

4. Ïóñòü g(t) � ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà ãðóïïå Ëè G ñ g(0) = e è ġ(0) = ξ. Äîêàçàòü, ÷òî exp(ξ) =
lim
n→∞

g( 1
n
)n.

5. Ïóñòü R 3 t 7→ g(t) ∈ G � íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ íà ãðóïïå Ëè, ïðè÷¼ì g(t + s) = g(t) · g(s).
Äîêàçàòü, ÷òî êðèâàÿ g(t) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

6. Ïóñòü êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà Ëè g ãðóïïû Ëè G ðàçëîæåíà â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ:
g = u1⊕· · ·⊕us. Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå g→ G, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé ξ 7→ exp(ξ1) · · · exp(ξs),
ãäå ξi � ïðîåêöèÿ ξ íà ui, ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì â îêðåñòíîñòè íóëÿ.

7. Ïóñòü ξ, η � âåêòîðû â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ êàñàòåëüíîé àëãåáðû Ëè g. Äî-
êàçàòü, ÷òî exp(ξ) · exp(η) = exp(ξ + η + 1

2
[ξ, η] + · · · ) (ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ÷ëåíû ïîðÿäêà

ìàëîñòè ≥ 3 ïî ξ, η).


