
Äîìàøíåå çàäàíèå �6

1. (Ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Êàðòàíà) Ïóñòü H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà âåùåñòâåííîé ãðóï-
ïû Ëè G, è h � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ξ ∈ g, ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäåëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé cnξn,
ãäå cn ∈ R, ξn ∈ g, ξn → 0 ïðè n→∞ è exp(ξn) = hn ∈ H.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî h çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ (è, òåì ñàìûì, ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì â g).

(b) Ïóñòü s � äîïîëíèòåëüíîå ê h ïîäïðîñòðàíñòâî â g, è ϕ : g→ G � îòîáðàæåíèå, îïðåäå-
ëÿåìîå ôîðìóëîé: ϕ(ξ) = exp(ξ′)·exp(ξ′′), ãäå ξ′ è ξ′′ � ïðîåêöèè ξ íà h è s, ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü íóëÿ U0 ⊂ g è îêðåñòíîñòü åäèíèöû U ⊂ G, äëÿ
êîòîðûõ ϕ äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàåò U0 íà U è ϕ(h ∩ U0) = H ∩ U .

2. Ïóñòü ϕ � àâòîìîðôèçì ãðóïïû Ëè G. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà íåïîäâèæíûõ òî÷åê Gϕ =
{g ∈ G | ϕ(g) = g} ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè, è íàéòè å¼ êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè äèôôåðåíöèðóåì.

4. Ïðîñòðàíñòâî m-ëèíåéíûõ ôîðì íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ (V ∗)⊗m, à
ïðîñòðàíñòâî m-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç V â V � ñ V ⊗ (V ∗)⊗m.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå F ãðóïïû Ëè GL(V ) â ïðîñòðàíñòâå m-ëèíåéíûõ ôîðì,
îïðåäåëÿåìîå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì GL(V ) â V , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(F (g)f)(v1, . . . , vm) = f(g−1v1, . . . , g
−1vm),

è âû÷èñëèòü åãî äèôôåðåíöèàë.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå T ãðóïïû Ëè GL(V ) â ïðîñòðàíñòâåm-ëèíåéíûõ îòîáðàæå-
íèé, îïðåäåëÿåìîå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì GL(V ) â V , âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

(T (g)ϕ)(v1, . . . , vm) = g · ϕ(g−1v1, . . . , g−1vm),

è âû÷èñëèòü åãî äèôôåðåíöèàë.


