
Äîìàøíåå çàäàíèå �9

1. Ïóñòü R : G → GL(V ) � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè, è U ⊂ V � ïîäïðîñòðàíñòâî.
Äîêàçàòü, ÷òî åãî öåíòðàëèçàòîð

ZG(U) = {g ∈ G | R(g)u = u, ∀u ∈ U}

� ïîäãðóïïà Ëè â G, ÷üÿ êàñàòåëüíàÿ àëãåáðà Ëè � àííóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà

zg(U) = {ξ ∈ g | dR(ξ)u = 0, ∀u ∈ U}.

2. Ïóñòü R : G→ GL(V ) � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè, è W ⊂ U ⊂ V � ïîäïðîñòðàí-
ñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî ïîäãðóïïà G(U,W ) ⊂ G, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ g ∈ G, äëÿ êîòîðûõ
îïåðàòîð R((g) ñîõðàíÿåò U è W è äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî íà U/W , ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
Ëè, è íàéòè å¼ êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè.

3. Äîêàçàòü, ÷òî íîðìàëèçàòîð NG(H) ïðîèçâîëüíîé (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîé) ïîäãðóïïû Ëè H
â ãðóïïå Ëè G ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé Ëè, è íàéòè å¼ êàñàòåëüíóþ àëãåáðó Ëè.

4. (a) Ïóñòü H ⊂ GLn(K) � íîðìàëèçàòîð ïîäïðîñòðàíñòâà 〈e1, . . . , em〉 ⊂ Kn, à S ⊂ GLn(K)
� ïîäìíîãîîáðàçèå, ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö âèäà(

E 0
∗ E

)
(âåðõíèé ëåâûé áëîê èìååò ðàçìåð m × m). Äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå óìíîæåíèÿ
S ×H → GLn(K) ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà îêðåñòíîñòü åäèíèöû â GLn(K).

(b) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà Grm(Kn) êîìïàêòíî.

5. (a) Ïîëíûì ôëàãîì â ïðîñòðàíñòâå Kn íàçûâàåòñÿ íàáîð âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ U1 ⊂
U2 ⊂ · · · ⊂ Un−1 ⊂ Kn ðàçìåðíîñòåé dimUm = m. Ââåñòè íà ìíîæåñòâå ïîëíûõ ôëàãîâ
Fl(Kn) ñòðóêòóðó îäíîðîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Ëè GLn(K) è âû÷èñ-
ëèòü åãî ðàçìåðíîñòü.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ Fl(Kn) êîìïàêòíî.

6. (a) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî LGr(K2n) ⊂ Grn(K2n) ëàãðàíæåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ñèìïëåê-
òè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå K2n ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì, è âû÷èñëèòü åãî ðàç-
ìåðíîñòü.

(b) Áóäåò ëè ëàãðàíæåâ ãðàññìàíèàí LGr(K2n) êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì?

7. (a) Ââåñòè íà ìíîæåñòâå m-ìåðíûõ ïëîñêîñòåé â n-ìåðíîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå íàä
ïîëåì K ñòðóêòóðó îäíîðîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è âû÷èñëèòü åãî ðàçìåðíîñòü.

(b) Áóäåò ëè ýòî ìíîãîîáðàçèå êîìïàêòíûì?

8. Êàêèì ìíîãîîáðàçèÿì äèôôåîìîðôíû îäíîðîäíûå ìíîãîîáðàçèÿ

(a) Un(C)/Un−1(C);
(b) Un(H)/Un−1(H)?


