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Листок 10

Классификация движений плоскости

Движением èëè изометрией åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 íàçûâàåòñÿ áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
R2 → R2, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè. Èçîìåòðèè óäîáíî îïèñûâàòü, èñïîëüçóÿ
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè (𝑥1, 𝑦1) è (𝑥2, 𝑦2) ðàâíî

|𝑧1 − 𝑧2|,
ãäå 𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 2. Çíà÷èò, èçîìåòðèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè 𝑓 : C → C,
äëÿ êîòîðûõ

|𝑓(𝑧1) − 𝑓(𝑧2)| = |𝑧1 − 𝑧2|, äëÿ ëþáûõ 𝑧1, 𝑧2 ∈ C.

Задача 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè 𝑓(𝑧) = 𝛼𝑧 + 𝛽 è ℎ(𝑧) = 𝛼𝑧 + 𝛽, ãäå 𝛼, 𝛽 ∈ C. Êàêîé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìåþò êîýôôèöèåíòû 𝛼 è 𝛽? Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè |𝛼| = 1 ôóíêöèè 𝑓 è ℎ
çàäàþò èçîìåòðèè.

Задача 2. Ïîêàæèòå, ÷òî èçîìåòðèÿ 𝑓 , îñòàâëÿþùàÿ òî÷êè 0, 1 è 𝑖 íåïîäâèæíûìè, ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì (òî åñòü 𝑓(𝑧) = 𝑧 äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ C).
Подсказка: Ïîëîæèâ 𝑓(𝑧) = 𝑤, çàïèøèòå, ÷òî îçíà÷àþò óñëîâèÿ çàäà÷è â òåðìèíàõ ìîäóëåé
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïîëó÷èòå îòñþäà, ÷òî 𝑤 = 𝑧.

Задача 3. Ïóñòü 𝑓 : C → C � èçîìåòðèÿ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

𝑔(𝑧) =
𝑓(𝑧) − 𝑓(0)

𝑓(1) − 𝑓(0)
.

Ïîêàæèòå, ÷òî 𝑔 � èçîìåòðèÿ.

Задача 4. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî 𝑔(𝑧) = 𝑧, ëèáî 𝑔(𝑧) = 𝑧. Èñïîëüçóéòå Çàäà÷è 2 è 3.

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 𝑔 è Çàäà÷è 4 âûòåêàåò ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ôàêò:

Теорема 1 (О классификации движений евклидовой плоскости). Каждое движение
плоскости имеет вид (в комплексных координатах)

𝑧 ↦→ 𝛼𝑧 + 𝛽 или 𝑧 ↦→ 𝛼𝑧 + 𝛽,

где |𝛼| = 1 и 𝛽 ∈ C — любое число.

Âñïîìèíàÿ òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ теорему Шаля:

Следствие 1 (Теорема Шаля). Всякое сохраняющее ориентацию движение плоскости
представляет собой либо поворот (в частности, центральную симметрию) относитель-
но некоторой точки, либо параллельный перенос. Всякое меняющее ориентацию движение
плоскости является осевой или скользящей симметрией1.

1Скользящей симметрией называют композицию симметрии относительно некоторой прямой ℓ и переноса на
вектор, параллельный ℓ (который может быть и нулевым).
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Задача 5. Äîêàæèòå, ÷òî èçîìåòðèè ïëîñêîñòè îáðàçóþò ãðóïïó (èíîãäà îíà îáîçíà÷àåòñÿ
Isom(R2)).

Çàäà÷à 2 äîïóñêàåò âàæíîå îáîáùåíèå:

Задача 6 (⋆). Äîêàæèòå, ÷òî èçîìåòðèÿ ïëîñêîñòè, ôèêñèðóþùàÿ òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå
íà îäíîé ïðÿìîé, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

Íàêîíåö, ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ãîâîðèò íàì, ÷òî äâèæåíèå ïëîñêîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
òåì, êóäà îíî ïåðåâîäèò ëþáûå òðè íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè.

Задача 7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè èçîìåòðèè ïëîñêîñòè 𝑓1 è 𝑓2 ðàâíû â òðåõ òî÷êàõ, íå ëåæàùèõ
íà îäíîé ïðÿìîé, òî îíè ðàâíû âñþäó: 𝑓1(𝑧) = 𝑓2(𝑧) äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ C.

Подсказка: Âîñïîëüçóéòåñü Çàäà÷åé 6 è òåì, ÷òî ëþáàÿ èçîìåòðèÿ îáðàòèìà (ýòî, â ÷àñòíîñòè,
âû äîëæíû áûëè ïðîâåðèòü â Çàäà÷å 5).


