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Листок 13

Кольца и поля вычетов. Линейная алгебра над конечным полем.

Â ýòîì ëèñòêå êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 𝑛 îáîçíà÷àåòñÿ Z𝑛, 𝑝 âñåãäà îáîçíà÷àåò ïðîñòîå
÷èñëî, à F𝑝 = Z𝑝 � ïîëå èç 𝑝 ýëåìåíòîâ.

1. Диофантовы уравнения.

Задача 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ íå èìåþò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ:

(à) 𝑥2 − 3𝑦2 = 17;
(á) 𝑥3 + 14𝑦3 = 12;
(â) 𝑥5𝑦 + 5𝑥3 − 𝑥𝑦5 = 1 (çäåñü ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà).

2. Группа корней из единицы, первообразные корни. Êàê îáñóæäàëîñü íà ñåìèíàðå,
âñå êîðíè ñòåïåíè 𝑛 èç 1 îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ Un. Ýòî
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà (òî åñòü âñå å¼ ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè íåêîòðîãî ýëåìåíòà 𝑎).

Задача 2. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà ëèáî Z, ëèáî Un.

Задача 3. Ïóñòü 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 � âñå êîðíè ñòåïåíè 𝑛 èç 1. Äîêàæèòå, ÷òî

𝜀𝑘1 + . . .+ 𝜀𝑘𝑛 =

{︃
𝑛, åñëè 𝑘 äåëèòñÿ íà 𝑛,

0, èíà÷å.

Задача 4. Ïðåäñòàâüòå cos 72∘ â âèäå 𝑎 + 𝑏
√
5, ãäå 𝑎, 𝑏 ∈ Q. Подсказка: ðàññìîòðèòå 𝑛 = 5,

𝑘 = 1 â ïðåäûäóùåé çàäà÷å.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Z*
𝑛 îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà îáðàòèìûõ (ïî óìíîæåíèþ) ýëåìåíòîâ êîëüöà

âû÷åòîâ Z𝑛. Êàæäûé ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ýòîé ãðóïïû íàçûâàåòñÿ первообразным корнем

по модулю 𝑛. Â êóðñå òåîðèè ÷èñåë äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò äëÿ
ëþáîãî ïðîñòîãî 𝑛 = 𝑝.

Задача 5. Íàéòè âñå ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ 7 è 17 (äðóãèìè ñëîâàìè, íàéäèòå
ïîðîæäàþùèå ýëåìåíòû â ãðóïïàõ F*

7 è F*
17).

3. Линейная алгебра над конечным полем. Ìåòîä Ãàóññà, òåîðèÿ îïðåäåëèòåëåé, ïðà-
âèëî Êðàìåðà áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ïîëÿ ïîëîæèòåëüíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè.

Задача 6. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà 𝑝 íàéäèòå íàä ïîëåì F𝑝 âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé
ñèñòåìû 𝐴𝑥 = 0 ñ ìàòðèöåé

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 2 3 4

−10 13 14 15
12 −9 14 15
12 13 −8 15.

⎞⎟⎟⎠
Подсказка: äëÿ âûÿñíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû, íà÷íèòå ñ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ
(ýòî äàñò âàì ïîíèìàíèå òîãî, êàêèå 𝑝 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî).
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Задача 7. Ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò 𝑛-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F𝑝?

Задача 8. Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó 𝐴 ∈ Mat𝑛(Z) è îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐴 (mod 𝑝)
ìàòðèöó èç Mat𝑛(F𝑝), ïîëó÷åííóþ çàìåííîé êàæäîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà 𝑎𝑖𝑗 íà 𝑎𝑖𝑗 (mod 𝑝).
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè òàêîé ðåäóêöèè ïî ìîäóëþ 𝑝 ðàíã íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ:

rk(𝐴 (mod 𝑝)) 6 rk(𝐴).

Íàïîìíèì, ÷òî общей линейной группой íàä ïîëåìK íàçûâàåòñÿ ãðóïïà âñåõ íåâûðîæäåííûõ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö

GL𝑛(K) = {𝐴 ∈ Mat𝑛(K) : det𝐴 ̸= 0},
à специальной линейной группой íàçûâàåòñÿ ãðóïïà ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ðàâíûì 1:

SL𝑛(K) = {𝐴 ∈ Mat𝑛(K) : det𝐴 = 1}.

Задача 9. Íàéäèòå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïàõ GL𝑛(F𝑝) è SL𝑛(F𝑝), ãäå 𝑝 � ïðîñòîå ÷èñëî.
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