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Листок 7

Перестановки и определители.

Еще немного о перестановках. Êàê âû ïîìíèòå, âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà ðàñêëàäûâàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò (ïóíêòû a è b), ÷òî ýòè òðàíñ-
ïîçèöèè ìîæíî âûáðàòü âïîëíå êîíêðåòíûì îáðàçîì.

Задача 1. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ïåðåñòàíîâêà 𝜎 ∈ S𝑛 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèç-
âåäåíèå öèêëîâ âèäà:

(a) (12), (13), . . . , (1, 𝑛);
(b) (12), (23), . . . , (𝑛− 1, 𝑛);
(c) (12), (123 . . . 𝑛).

Задача 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå â ïåðåñòàíîâêàõ:

(a) 𝜎2 = (12)(34)(567), 𝜎 ∈ S7;
(b) 𝜎(12) = (12)𝜎, 𝜎 ∈ S5;
(c) 𝜎3 = (123), 𝜎 ∈ S𝑛.

Задача 3 (⋆). Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïåðåñòàíîâêó 𝜎 ∈ S𝑛 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ïåðåñòàíîâîê ïîðÿäêà 2, òî åñòü 𝜎 = 𝛼𝛽, ãäå 𝛼, 𝛽 ∈ S𝑛 è 𝛼2 = 𝛽2 = id
(òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà).

Определители. Îïðåäåëèòåëè äàþò åùå îäèí ñïîñîá äóìàòü î çíàêå ïåðåñòàíîâêè. À èìåí-
íî, êàæäîé ïåðåñòàíîâêå 𝜎 ∈ S𝑛 ñîïîñòàâèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑇𝜎 : R𝑛 → R𝑛 ïî ïðàâèëó

𝑇𝜎(𝑥1𝑒1 + . . .+ 𝑥𝑛𝑒𝑛) = 𝑥1𝑒𝜎(1) + . . .+ 𝑥𝑛𝑒𝜎(𝑛),

ãäå 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 � íåêîòîðûé áàçèñ â R𝑛. Äðóãèìè ñëîâàìè, 𝑇𝜎 ïðîñòî ïåðåñòàâëÿåò êîîðäèíàòû
âåêòîðà (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Çíà÷èò, ïåðåñòàíîâêå 𝜎 ìîæíî ñîïîñòàâèòü ìàòðèöó1 [𝑇𝜎] îòîáðàæåíèÿ
𝑇𝜎, ó êîòîðîé â êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöå åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ðàâåí 1. Íàïðèìåð,
äëÿ 𝜎 = (123) ∈ S3 èìååì 𝑇𝜎(𝑒1) = 𝑒2, 𝑇𝜎(𝑒2) = 𝑒3 è 𝑇𝜎(𝑒3) = 𝑒1. Ïîëó÷àåì ìàòðèöó

[𝑇𝜎] =

⎛⎝0 0 1
1 0 0
0 1 0.

⎞⎠
Задача 4. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå 𝜎 ↦→ 𝑇𝜎 ìóëüòèïëèêàòèâíî, òî åñòü [𝑇𝜎𝜏 ] = [𝑇𝜎][𝑇𝜏 ]
äëÿ 𝜎, 𝜏 ∈ S𝑛. Â ÷àñòíîñòè, det[𝑇𝜎𝜏 ] = det[𝑇𝜎] det[𝑇𝜏 ].

Задача 5. Äîêàæèòå, ÷òî sgn(𝜎) = det[𝑇𝜎].

Èç ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷ ìû òàêæå ïîëó÷àåì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî çíàê ïåðå-
ñòàíîâêè � ìóëüòèïëèêàòèâåí.

1В этом листке матрицу отображения 𝐴 мы обозначаем квадратными скобками, то есть [𝐴].
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Задача 6 (Êîñòðèêèí 13.1 à, â, 13.2 á). Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëè:

(𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 1 2 3 4
−3 2 −5 13
1 −2 10 4

−2 9 −8 25

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ (𝑏)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

7 6 9 4 −4
1 0 −2 6 6
7 8 9 −1 −6
1 −1 −2 4 5

−7 0 −9 2 −2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (𝑐)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
1 𝑛 𝑛 . . . 𝑛
𝑛 2 𝑛 . . . 𝑛
𝑛 𝑛 3 . . . 𝑛

. . . . . . . . .
𝑛 𝑛 𝑛 𝑛 𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

Âîîáùå, âîçüìèòå çàäà÷íèê Êîñòðèêèíà è ïîñ÷èòàéòå îïðåäåëèòåëè îòòóäà, êàê ìîæíî áîëü-
øå.
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