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Листок 8

Методы вычисления определителей. Кососимметрические и

унимодулярные матрицы. Многочлен Лагранжа.

1. Разложение по строке/столбцу.

Задача 1 (¾Ñõåìà Ãîðíåðà¿). Ïîêàçàòü, ÷òî⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑥 0 0 . . . 0 𝑎0
−1 𝑥 0 . . . 0 𝑎1
0 −1 𝑥 . . . 0 𝑎2
.. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝑥 𝑎𝑛−1

0 0 0 . . . −1 𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ . . .+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛.

Задача 2. Âû÷èñëèòü ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑎0 1 1 1 . . . 1
1 𝑎1 0 0 . . . 0
1 0 𝑎2 0 . . . 0
.. . . . . . . . . . . . . . . .
1 0 0 0 . . . 𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

2. Элементарные преобразования.

Задача 3. Ïðèâåäåíèåì ê òðåóãîëüíîìó âèäó âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè

(𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1 1 . . . 1 −𝑛
1 1 . . . −𝑛 1
.. . . . . . . . . . . . .
1 −𝑛 . . . 1 1

−𝑛 1 . . . 1 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (𝑏)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑎 𝑏 . . . 𝑏 𝑏
𝑏 𝑎 . . . 𝑏 𝑏
.. . . . . . . . . . . . .
𝑏 𝑏 . . . 𝑎 𝑏
𝑏 𝑏 . . . 𝑏 𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

3. Метод рекуррентных соотношений.

Задача 4. Ìåòîäîì ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè

(𝑎)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

3 2 0 0 . . . 0 0 0
1 3 1 0 . . . 0 0 0
0 2 3 2 . . . 0 0 0
0 0 1 3 . . . 0 0 0
.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 3 1
0 0 0 0 . . . 0 2 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

(𝑏)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛼 + 𝛽 𝛼𝛽 0 0 . . . 0
1 𝛼 + 𝛽 𝛼𝛽 0 . . . 0
0 1 𝛼 + 𝛽 𝛼𝛽 . . . 0
.. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 𝛼+ 𝛽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
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Определитель Вандермонда и интерполяционная формула Лагранжа. Îïðåäåëè-
òåëü Âàíäåðìîíäà ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è интерполяции.

Задача 5 (Интерполяционная формула Лагранжа).

(a) Ïóñòü 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà, à 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝑥) òàêîé, ÷òî ñòåïåíü 𝑓 íå ïðå-
âîñõîäèò 𝑛− 1 è 𝑓(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖.

(b) Ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖
(𝑥− 𝑎1) . . . ̂(𝑥− 𝑎𝑖) . . . (𝑥− 𝑎𝑛)

(𝑎𝑖 − 𝑎1) . . . ̂(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖) . . . (𝑎𝑖 − 𝑎𝑛)

(çäåñü êðûøêà íàä ìíîæèòåëåì îçíà÷àåò, ÷òî îí íå âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå).

Ìíîãî÷ëåí èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ интерполяционным многочленом Лагранжа.

Кососимметрические матрицы. Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) íàçûâàåò-
ñÿ кососимметрической, åñëè 𝑎𝑖𝑗 = −𝑎𝑗𝑖.

Задача 6. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷åòíîãî ðàçìåðà
ðàâåí íóëþ.

Задача 7. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ÷åòíîãî ðàçìåðà íå
èçìåíèòñÿ, åñëè êî âñåì åå ýëåìåíòàì ïðèáàâèòü îäíî è òî æå ÷èñëî.

Задача 8. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû 𝐴𝑛 = (𝑎𝑖𝑗)
2𝑛
𝑖,𝑗=1 ñ ýëåìåí-

òàìè 𝑎𝑖𝑗 = 1 ïðè 𝑖 < 𝑗.

Унимодулярные матрицы.

Задача 9. Ïóñòü 𝐴 ∈ Mat𝑛(Z) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå,
÷òî 𝐴−1 ñóùåñòâóåò è èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det𝐴 = ±1.

Êâàäðàòíûå ìàòðèöû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëèòåëü êîòîðûõ ðàâåí 1 èëè −1
íàçûâàþòñÿ унимодулярными. Òàêèå ìàòðèöû ïîâñåìåñòíî âñòðå÷àþòñÿ â àëãåáðå, êîìáèíà-
òîðèêå, computer science è ò.ä. Íàïðèìåð, ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé. Äðóãîé ïðèìåð � ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè 𝑇𝜎 èç Ëèñòêà 7.

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%86%D0%B0_%D0%B8%D0%BD%D1%86%D0%B8%D0%B4%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B8
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