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Листок 9

Поле комплексных чисел

Задача 1. ×òî èç íèæåñëåäóþùåãî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, à ÷òî � òîëüêî êîëüöîì:

(à) Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ;

(á) Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ;

(â) Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà 𝑥 + 𝑦
√
2, ãäå 𝑥, 𝑦 ∈ Q, ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè

ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;

(ã) Ìíîæåñòâî гауссовых чисел 𝑥 + 𝑖𝑦, ãäå 𝑥, 𝑦 ∈ Z, ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;

(ä) Ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö Mat𝑛(C) ñ îáû÷íûìè ìàòðè÷íûìè îïåðàöèÿìè.

(å) Ìíîæåñòâî {︂(︂
𝑥 𝑦
𝑛𝑦 𝑥

)︂
: 𝑥, 𝑦 ∈ Q

}︂
,

ãäå 𝑛 � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, ñ îáû÷íûìè ìàòðè÷íûìè îïåðàöèÿìè.

(¼) Ìíîæåñòâî {︂(︂
𝑥 𝑦
𝑛𝑦 𝑥

)︂
: 𝑥, 𝑦 ∈ R

}︂
,

ãäå 𝑛 � ôèêñèðîâàííîå öåëîå ÷èñëî, ñ îáû÷íûìè ìàòðè÷íûìè îïåðàöèÿìè.

(æ) Êîëüöî âû÷åòîâ Z5 ïî ìîäóëþ 5.

(ç) Êîëüöî âû÷åòîâ Z6 ïî ìîäóëþ 6.

(è) Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ (òî åñòü âèäà 𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥)

, ãäå 𝑝 è 𝑞 � ìíîãî÷ëåíû) ôóíêöèé ñ

îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ.

(ê) Ìíîæåñòâî ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏], ñ
îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé.

Задача 2 (Êîñòðèêèí 20.1 å, ã, è). Âû÷èñëèòü:

(𝑎)
(1 + 3𝑖)(8− 𝑖)

(2 + 𝑖)2
; (𝑏)

(5 + 𝑖)(7− 6𝑖)

3 + 𝑖
; (𝑐) (2 + 𝑖)3 + (2− 𝑖)3.

Комплексные числа в тригонометрической форме. Формула Муавра.

Задача 3 (Êîñòðèêèí 21.2 á, æ). Âû÷èñëèòü:

(𝑎) (1 + 𝑖
√
3)150; (𝑏)

(︃√
3 + 𝑖

1− 𝑖

)︃30

.
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2

Задача 4 (Êîñòðèêèí 21.9 à,ã). Ïðè 𝑛 ∈ Z âû÷èñëèòü âûðàæåíèÿ:

(𝑎) (1 + 𝑖)𝑛; (𝑏) (1 + cos𝜙+ 𝑖 sin𝜙)𝑛.

Задача 5. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

cos𝑛𝑥 =

[𝑛/2]∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛

2𝑘

)︂
cos𝑛−2𝑘 𝑥 · sin2𝑘,

ãäå [𝑛/2] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà 𝑛/2.

Задача 6. Âûðàçèòü ÷åðåç ïåðâûå ñòåïåíè ñèíóñà è êîñèíóñà àðãóìåíòîâ, êðàòíûõ 𝑥, ôóíê-
öèþ sin5 𝑥.

Геометрия комплексных чисел.

Задача 7. Íàéäèòå íà ïëîñêîñòè R2 ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê 𝑧−1, ãäå 𝑧 ïðîáåãàåò ïðÿìóþ
{1 + 𝑏𝑖 : 𝑏 ∈ R}.

Задача 8. Íàðèñóéòå íà ïëîñêîñòè R2 ìíîæåñòâî{︂
𝑧 =

1 + 𝑖𝑡

1− 𝑖𝑡
: 𝑡 ∈ R

}︂
.

Задача 9. Íàéäèòå âñå 𝑧 ∈ C, äëÿ êîòîðûõ |𝑧 + 𝑖|+ |𝑧 − 𝑖| = 2.
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