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Алгебра в средние века

середина XVI века решение уравнений 3 и 4 степени
Тарталья, Ферро открытие комплексных чисел

конец XVI века, Виет создание алгебраической символики
XVII–XVIII века попытки решить уравнения 5 степени

1707, Муавр извлечение корней из комплексных чисел
1767, Лагранж „О решении числовых уравнений“,

исследование группы перестановок



Алгебра Нового времени

1799 Гаусс основная теорема алгебры
1799 Руффини общее уравнение степени > 5
1824 Абель неразрешимо в радикалах
1828–1832 Галуа критерий разрешимости в радикалах

понятия группы и поля



Кубические уравнения

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 = 3ab(a + b) + a3 + b3

I. x3 + Ax2 + Bx + C =
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II. x3 − 3abx − a3 − b3 = 0, x1 = a+ b

III. x3 + px + q = 0,
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Кубические уравнения: пример

x3 − 30x − 36 = 0
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√
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Комплексные числа

C = {a + bi | a, b ∈ R}, i2 = −1

z = a+ bi

z = a− bi

1

i

a

bi

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

(a+ bi)(c+ di) = ac− bd+ (ad+ bc)i

1
a+bi =

a−bi
a2+b2

zw = 0 ⇐⇒
[
z = 0

w = 0

|z| =
√
a2 + b2

(a+ bi)(a− bi) = a2 + b2



Корни из единицы малых степеней

n
√
z = {x ∈ C | xn = z} Найдём

√
1, 3
√
1, 4
√
1:
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ε

ε2 = ε

1−1

i
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x3 = 1 ⇐⇒ (x− 1)(x2 + x+ 1) = 0

⇐⇒
x = 1
(
x+ 1

2

)2
= −3

4

⇐⇒
x = 1

x = −1±i
√
3
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x4 = 1 ⇐⇒ x2 = ±1 ⇐⇒ x = ±1,±i

x2 = 1 ⇐⇒ x = ±1



Симметрические многочлены от трёх переменных

Теорема Виета для кубического многочлена.

x3 + ax2 + bx + c = (x − x1)(x − x2)(x − x3) =

= x3 − (x1 + x2 + x3)x
2 + (x1x2 + x1x3 + x2x3)x − x1x2x3

⇐⇒





−a = x1 + x2 + x3 =: σ1

b = x1x2 + x1x3 + x2x3 =: σ2

−c = x1x2x3 =: σ3

Теорема. Всякий симметрический многочлен от x1, x2, x3
выражается через σ1, σ2, σ3.

Пример. x21 + x22 + x23 = (x1+ x2+ x3)
2− 2x1x2− 2x1x3− 2x2x3 =

= σ21 − 2σ2.



Резольвента Лагранжа для кубического уравнения

x3 + px + q = (x − x1)(x − x2)(x − x3)

Переставим x1, x2, x3 в выражении A = x1 + εx2 + ε2x3 по циклу:

x3 + εx1 + ε2x2 = εA, x2 + εx3 + ε2x1 = ε2A

Поскольку ε3 = 1, то A3 при перестановках x1, x2, x3 принимает
всего два значения:

y1 = (x1 + εx2 + ε2x3)
3, y2 = (x1 + εx3 + ε2x2)

3

— они являются корнями квадратного трёхчлена

y2 − (y1 + y2)y + y1y2 = y2 + 27qy − 27p3,

и по ним можно найти x1, x2, x3 (с учётом x1 + x2 + x3 = 0).

Величина y1 — резольвента Лагранжа.



Для уравнений четвёртой степени — аналогично?

Для уравнения 4-й степени с корнями x1, x2, x3, x4 рассмотрим
аналогичное выражение, взяв i вместо ε
(i2 = −1, i3 = −i , i4 = 1):

x1 + ix2 − x3 − ix4.

Сколько значений при перестановках корней принимает
выражение

(x1 + ix2 − x3 − ix4)
4 ?



Резольвента Феррари для многочлена 4-й степени

x4 + ax2 + bx + c = (x − x1)(x − x2)(x − x3)(x − x4)

Выражение y1 = x1x2 + x3x4 принимает при перестановках
корней три значения:

y1 = x1x2 + x3x4,

y2 = x1x3 + x2x4,

y3 = x1x4 + x2x3

— они являются корнями кубического многочлена —
резольвенты Феррари:

(y − y1)(y − y2)(y − y3) = y3 − ay2 − 4cy + 4ac − b2.



Решение уравнения 4-й степени
x1,2,3,4 — корни x4 + ax2 + bx + c , x1 + x2 + x3 + x4 = 0,
y1,2,3 — корни y3 − ay2 − 4cy + 4ac − b2, y1 + y2 + y3 = a.





(x1 + x2 − x3 − x4)
2 = 4(y1 − a)

(x1 − x2 + x3 − x4)
2 = 4(y2 − a)

(x1 − x2 − x3 + x4)
2 = 4(y3 − a).

При извлечении квадратных корней следует учесть, что

(x1 + x2 − x3 − x4)(x1 − x2 + x3 − x4)(x1 − x2 − x3 + x4) =

= 23(x1 + x2)(x1 + x3)(x1 + x4) =

= 8
(
x31+(x2 + x3 + x4︸ ︷︷ ︸

−x1

)x21+(x2x3 + x2x4 + x3x4)x1 + x2x3x4︸ ︷︷ ︸
−b

)
= −8b.

Окончательно получаем

x1,2,3,4 =
1
2

(√
y1 − a+

√
y2 − a+

√
y3 − a

)
,

где произведение радикалов равно −b.



Метод резольвент Лагранжа

Составляем многочлен от неизвестных, принимающий при их
перестановках как можно меньше значений, которых однако
хватает для нахождения неизвестных.

Теорема Лагранжа I. Пусть y1 — многочлен от x1, . . . , xn, из
которого перестановками переменных получается k
многочленов y1, . . . , yk . Тогда они являются корнями
многочлена степени k с коэффициентами, полиномиально
зависящими от σ1, . . . , σn.

n y1 k

3 (x1 + εx2 + ε2x3) 2

4 (x1 + ix2 − x3 − ix4)
4 6

4 x1x2 + x3x4 3

4 x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1



Симметрические многочлены

Элементарные симметрические многочлены от x1, . . . , xn:
σ1 = x1 + . . .+ xn,
σ2 = x1x2 + . . .+ x1xn + x2x3 + . . .+ xn−1xn,
...
σk =

∑
i1<...<ik

xi1 . . . xik (C k
n слагаемых)

...
σn = x1 . . . xn

Основная теорема о симметрических многочленах.
Всякий симметрический многочлен от x1, . . . , xn выражается
через σ1, . . . , σn.



Перестановки

Перестановки множества {1, . . . , n} — это его биекции на себя.
Их можно задавать таблицами, например,

σ =

(
1 2 3 4 5 6
3 2 4 1 6 5

)
⇐⇒ σ(1) = 3, σ(2) = 2, σ(3) = 4, . . . ,

или разложением на независимые циклы: σ = (134)(56).

1

3

4

2

5 6

Sn — множество всех перестановок на {1, . . . , n}. |Sn| = n!.



Группа перестановок Sn

Перестановки перемножаются в смысле композиции справа
налево, например,

(
3 1 4 2
2 4 3 1

)(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
=

(
1 2 3 4
2 4 3 1

)
,

(12)(23) = (123), (23)(12) = (132).

Произведение ассоциативно: (σρ)τ = σ(ρτ).
Тождественная перестановка e, обратная к σ перестановка σ−1:

e(x) = x , σ−1(x) = y ⇔ σ(y) = x для всех x , y ∈ {1, . . . , n},

или eσ = σe = σ, σσ−1 = σ−1σ = e для всех σ ∈ Sn.

Примеры: (12)−1 = (12) = (21), (1234)−1 = (4321).

Sn — группа перестановок.



Группа S3 и изометрии треугольника
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e (132) (123)
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1 1
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2 2

1

3

(13) (23) (12)

S3 = {e, (123), (132), (12), (13), (23)}



Группы преобразований

Преобразование множества X — любая биекция X → X .
S(X ) — множество всех преобразований множества X с
операцией композиции

fg = f ◦ g : x 7→ f (g(x)).

Множество G ⊆ S(X ) называется группой, если:

I e ∈ G ,
I ∀g , h ∈ G gh ∈ G ,
I ∀g ∈ G g−1 ∈ G .

Если H,G — группы в S(X ) и H ⊆ G , то H называется
подгруппой в G .



Группы преобразований: примеры

I X = {1, . . . , n}, S(X ) = Sn
I Группа движений плоскости и её подгруппы:
• параллельных переносов,
• собственных движений,
• поворотов вокруг фиксированной точки,
• поворотов вокруг точки O на углы 2πk/n (k = 1, . . . , n),
• Sym(F ) — подгруппа движений, сохраняющих фигуру F ,
• {e, s}, где s — некоторая симметрия.



Числовые группы

Подмножество A ⊆ C называется группой относительно
сложения, если

I 0 ∈ A,
I ∀a, b ∈ A a+ b ∈ A,
I ∀a ∈ A − a ∈ A.

Примеры: {0} ⊂ 2Z ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

Подмножество A ⊆ C∗ = C \ {0} называется группой
относительно умножения, если

I 1 ∈ A,
I ∀a, b ∈ A ab ∈ A,
I ∀a ∈ A 1/a ∈ A.

Примеры: {1} ⊂ {±1} ⊂ Q∗ ⊂ R∗ ⊃ R>0,
n
√
1 ⊂ {z | |z | = 1},



Общее понятие группы

Пусть на множестве G задана операция ∗, т. е. любой паре
(g , h) ∈ G × G сопоставлен в соответствие элемент g ∗ h ∈ G .
Множество G называется группой c операцией ∗, если:

I операция ∗ ассоциативна, т. е. (g ∗ h) ∗ k = g ∗ (h ∗ k) для
всех g , h, k ∈ G ,

I в G существует нейтральный элемент относительно ∗, т. е.
такое e ∈ G , что g ∗ e = e ∗ g = g для всех g ∈ G ,

I для каждого g ∈ G существует обратный, т. е. такой
элемент g−1, что g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e для всех g ∈ G .

Подмножество H ⊆ G называется подгруппой в G , если
I e ∈ H,
I ∀g , h ∈ H gh ∈ H,
I ∀h ∈ H h−1 ∈ H.



Изоморфные группы

— это группы, „устроенные одинаково“. Формально, группы
(G ; ∗) и (H; ◦) называются изоморфными (пишут G ∼= H),
если существует биекция G ↔ H, „уважающая операции“, т. е.

g ↔ h, g ′ ↔ h′ =⇒ g ∗ g ′ ↔ h ◦ h′

для всех g , g ′ ∈ G и h, h′ ∈ H. Примеры:

I если s — любая симметрия плоскости, то {e, s} ∼= {±1};
I пусть Rϕ — поворот плоскости вокруг точки O на угол ϕ,

тогда {e,R90◦ ,R180◦ ,R270◦} ∼= {1, i ,−1,−i} = 4
√
1;

I S3 ∼= D3 — группа изометрий правильного треугольника;
I (R; +) ∼= (R>0; ·).



Группа S4: цикловые строения

e 1
(ab) 6 = C 2

4

(abc) 8 = 4 · 2
(abcd) 6 = 3!

(ab)(cd) 3

всего 24 = 4!



Группа S4 в геометрии

Группе S4 изоморфны:

I группа изометрий правильного тетраэдра,
I группа вращений куба.

1

2 3

4

(23)



Вложение групп D4 ↪→ S4
Говорят, что группа G вкладывается в группу H, если G
изоморфна некоторой подгруппе в H.

Группа диэдра D4 (изометрий квадрата) вкладывается в S4:

D4
∼= {e, (1234), (13)(24), (1432), (12)(34), (14)(23), (24), (13)}.

1 2

34



Перестановки переменных в многочленах —
по следам Лагранжа

Для перестановки σ ∈ Sn и многочлена f (x1, . . . , xn) обозначим:

σf (x1, . . . , xn) := f (xσ(1), . . . , xσ(n)).

Для многочлена f определим:

• орбиту Orb(f ) = {σf | σ ∈ Sn}
(многочлены, получаемые из f перестановками переменных);

• стабилизатор St(f ) = {σ ∈ Sn | σf = f }
(перестановки, сохраняющие f ).



Орбиты и стабилизаторы: мешок примеров для n = 3

f Orb(f ) St(f )

x1x2 + x3

x1x2 + x3

x1x3 + x2

x2x3 + x1

e, (12)

x1 x1, x2, x3 e, (23)

x1 + x2 + x3 f S3
(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)



Орбиты и стабилизаторы: мешок примеров для n = 4

f Orb(f ) St(f )

x1x2 − x3x4

±(x1x2 − x3x4)

±(x1x3 − x2x4)

±(x1x4 − x2x3)

e, (12), (34), (12)(34)

x1x2 + x3x4

x1x2 + x3x4

x1x3 + x2x4

x1x4 + x2x3

e, (12), (34), (12)(34)
(13)(24), (14)(23), (1324), (1423)

x1x2x3
x1x2x3, x1x2x4,
x1x3x4, x2x3x4

e, (12), (13), (23), (123), (132)



Группа перестановок как слоёный пирог

Для данного многочлена f (x1, . . . , xn) заполним таблицу:

I первый столбец — орбита многочлена f , начиная с f ;
I в первой строке напротив f — St(f );
I в строке напротив многочлена g ∈ Orb(f ) — все

перестановки σ ∈ Sn, переводящие f в g (т. е. σf = g).

Пример: x1x2 + x3 e (12)

x1x3 + x2 (23) (132)

x2x3 + x1 (13) (123)

Теорема. Таким образом выписываются все перестановки из
Sn, каждая — по разу, все строки — одной длины.

Следствие. |Orb(f )| · | St(f )| = n!



Секрет заполнения таблицы и доказательства теоремы

Достаточно выписать первую строку St(f ) и по одной
перестановке в остальных строках. Дальше перемножаем
перестановки. Примеры:

x1x2x3 e (12) (23) (13) (123) (132)

x1x2x4 (34)

x1x3x4 (24)

x2x3x4 (14)

(x1 − x2)(x3 − x4) e (12)(34) (13)(24) (14)(23)

(x2 − x1)(x3 − x4) (12) (34) (1324) (1423)

(x1 − x3)(x2 − x4) (23) (1342) (1243) (14)

(x3 − x1)(x2 − x4) (132) (234) (124) (143)

(x1 − x4)(x2 − x3) (123) (134) (132) (142)

(x1 − x4)(x3 − x2) (24) (1234) (13) (1432)



Секрет заполнения таблицы и доказательства теоремы

f = τ1f σ1 = τ1 = e σ2 . . . σk
τ2f τ2
. . . . . .

τl f τl

f = τ1f σ1 = τ1 = e σ2 . . . σl St(f )

τ2f τ2 τ2σ2 . . . τ2σl τ2 St(f )

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

τk f τk τkσ2 . . . τkσl τk St(f )

τ1 St(f ), . . . , τk St(f ) — смежные классы группы Sn по
подгруппе St(f ).



Доказательство теоремы

Пусть Orb(f ) = {τ1f , . . . , τk f }, St(f ) = {σ1, . . . , σl} и
(σ1 = τ1 = e).
Любая перестановка ρ ∈ Sn встречается в таблице и ровно один
раз, т. к. по определению орбиты, ρf = τi f для
одного-единственного i .
В строке напротив τi f выписаны все такие ρ ∈ Sn, что

ρf = τi f ⇐⇒ τ−1i ρf = f ⇐⇒ τ−1i ρ ∈ St f ⇐⇒ ρ ∈ τi St f .

Но |τ St f | = |St f | для всех τ ∈ Sn. Значит, все строки одной
длины.



Как Лагранж пришёл к теореме Лагранжа

Пусть G — группа, H — её подгруппа, g ∈ G . Множество

gH = {gh | h ∈ H}
называется левым смежным классом G по H.

Теорема Лагранжа II. Группа G есть объединение
непересекающихся левых смежных классов по подгруппе H, и
все они равномощны.
Как следствие, порядок конечной группы делится на порядок
любой её подгруппы.



Другие резольвенты Лагранжа

рассмотрим на примере n = 5. Пусть ω = e2πi/5.

Циклическая резольвента

c = (x1 + ωx2 + ω2x3 + ω3x4 + ω4x5)
5

принимает при перестановках 4! значений (слишком много).

Рассмотрим другую резольвенту, назовём её диэдральной:

d = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1.

Она не меняется не только при циклическом сдвиге
xk 7→ xk+1 mod 5, но и при симметрии xk 7→ x−k mod 5.
Всего 10 перестановок из S5 сохраняют резольвенту d , и они
образуют группу диэдра D5.



Группа диэдра — стабилизатор диэдральной резольвенты

D5 = {e, r , r2, r3, r4︸ ︷︷ ︸
повороты

, s, sr , sr2, sr3, sr4︸ ︷︷ ︸
симметрии

} = 〈r , s | r5 = s2 = (rs)2 = e〉

1

2

5

3

4

x2x3

x1x2

x3x4

x4x5

x5x1

k 7→ −k mod 5

r: k 7→ k + 1

s: k 7→ −k
rb: k 7→ k + b

srb: k 7→ −k − b

D5
∼= {k 7→ ±k + b | b = 0, 1, 2, 3, 4}

D5
∼= St(x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1︸ ︷︷ ︸

d

)

|D5| = 10

|Orb(d)| = 5!
10

= 12



Предел мечтаний для уравнения 5-й степени

Аффинная группа кольца вычетов Z5:

M5 = {k 7→ ak + b | a, b ∈ Z5, a 6= 0}, |M5| = 4 · 5 = 20.

Задача. Придумайте «аффинную резольвенту», т. е. такой
многочлен m(x1, . . . , x5), что St(m) = M5. Тогда

|Orb(m)| = 5!

20
= 6,

что позволяет свести уравнение 5-й степени к уравнению ... 6-й
степени. Успех?

Как позже доказали Абель и Галуа, неприводимое уравнение
степени 5 решается в радикалах в точности тогда, когда его
группа Галуа вкладывается в группу M5, т. е. Лагранж подошёл
вплотную к разгадке.


