
ÑÈÑÒÅÌÛ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ


a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
· · ·

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

(1)

- ñèñòåìà m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò n ïåðåìåí-
íûõ.
aij, bi � êîýôôèöèåíòû (÷èñëà), xi � íåèçâåñòíûå,
(b1, . . . , bm) � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Òàáëèöó êîýôôèöèåíòîâ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ a11 a12 · · · a1n

−−−
am1 am2 · · · amn


íàçûâàåòñÿ ÌÀÒÐÈÖÅÉ ÑÈÑÒÅÌÛ (1), à òàáëèöó a11 a12 · · · a1n | b1

−−− |−
am1 am2 · · · amn| bm


- ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1).

Íàáîð ÷èñåë (c1, . . . , cn) - ÐÅØÅÍÈÅ ñèñòåìû (1),
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åñëè
n∑
j=1

aijcj = bi

äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m.

Ñèñòåìà -
ÑÎÂÌÅÑÒÍÀß, åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
ÍÅÑÎÂÌÅÑÒÍÀß, åñëè ðåøåíèé íåò
ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÀß, åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå
ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÀß, åñëè îíà èìååò áîëåå îäíî-

ãî ðåøåíèÿ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. Äâå ñèñòåìû (îò îäíîãî è òîãî
æå ÷èñëà ïåðåìåííûõ) ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛ. åñëè îíè
ëèáî
1) îáå íåñîâìåñòíû,

ëèáî
2) ëþáîå ðåøåíèå îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

äðóãîé è íàîáîðîò.
�����������������������
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ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß (ñèñòåìû
èëè åå ìàòðèöû)

I òèïà : ïðèáàâëåíèå ê i-é ñòðîêå j-é ñòðîêè, óìíî-
æåííîé íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî λ, íàáîð (i, j, λ) áóäåì
íàçûâàòü åãî ïàðàìåòðàìè;
II òèïà: óìíîæåíèå ñòðîêè íà ÍÅÍÓËÅÂÎÅ ÷èñëî

λ, åãî ïàðàìåòðû - (i, λ);
III òèïà: ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê i è j, åãî ïàðà-

ìåòðû - (i,j).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà
a′11x1 + a′12x2 + · · · + a′1nxn = b′1
a′21x1 + a′22x2 + · · · + a′2nxn = b′2
· · ·

a′m1x1 + a′m2x2 + · · · + a′mnxn = b′m

(2)

ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (1) ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçî-
âàíèÿìè
I òèïà, åñëè

∃ λ, i 6= j : a′ik = aik + λajk (∀ 1 ≤ k ≤ n), b′i = λbi,

à ïðè r 6= k

a′rk = ark, b
′
r = br (k = 1, . . . , n).
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II òèïà, åñëè

∃ λ 6= 0 è i : aik = λa′ik, k = 1, . . . , n, b′i = λbi,

ark = a′rk, k = 1, . . . , n, b′r = br, ïðè r 6= i

III òèïà, åñëè

∃ i 6= j : a′ik = ajk, k = 1, . . . , n, b′i = bj

a′jk = aik, k = 1, . . . , n, b′j = bi

ÒÅÎÐÅÌÀ. Åñëè ñèñòåìà (2) ïîëó÷åíà èç ñèñòå-
ìû (1) îäíèì èëè íåñêîëüêèìè ýëåìåíòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè, òî ñèñòåìû (1) è (2) ýêâèâàëåíòíû.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü (c1, . . . , cn) - ðåøå-

íèå ñèñòåìû (1), à ñèñòåìà (2) ïîëó÷åíà èç (1) îä-
íèì èç ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîêàæåì, ÷òî
(c1, . . . , cn) - ðåøåíèå è ñèñòåìû (2).
1) (2) ïîëó÷åíà èç (1) ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâà-

íèåì I òèïà (ê i-é ñòðîêå ïðèáàâëåíà j-ÿ ñ êîýôôè-
öèåíòîì λ). Òîãäà

n∑
k=1

a′ikck =

n∑
k=1

(aik+λajk)ck =
∑
k

aikck+λ
∑
k

ajkck =
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= bi + λbj = b′i.

Äðóãèå óðàâíåíèÿ íå èçìåíèëèñü, ïîýòîìó (c1, . . . , cn)
- ðåøåíèå ñèñòåìû (2).
2) (2) ïîëó÷åíà èç (1) ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçî-

âàíèåì II òèïà (óìíîæåíèå i-é ñòðîêè íà λ 6= 0). Â
ýòîì ñëó÷àå

n∑
k=1

a′ikck = λ(
n∑
k=1

aikck) = λbi.

Äðóãèå ðàâåíñòâà
∑

k a
′
rkck = b′r î÷åâèäíû.

3) (2) ïîëó÷åíà èç (1) ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì III òèïà (ïåðåñòàíîâêà i-é è j-é ñòðîê) - âñå
ðàâåíñòâà î÷åâèäíû.
Âî âñåõ ñëó÷àÿõ (c1, . . . , cn) - ðåøåíèå ñèñòåìû (2).

Â ÎÁÐÀÒÍÓÞ ÑÒÎÐÎÍÓ

Ïóñòü ñíîâà ñèñòåìà (2) ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (1)
ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à (c1, . . . , cn) - ðå-
øåíèå âòîðîé ñèñòåìû.
Çàìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îá-

ðàòèìû. Íàïðèìåð, åñëè F - ïðåîáðàçîâàíèå I òèïà ñ
ïàðàìåòðàìè (i, j, λ), òî îáðàòíîå ê íåìó - ýòî òîæå
ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå I òèïà ñ ïàðàìåòðàìè
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(i, j,−λ). Åñëè F - ïðåîáðàçîâàíèå 2-ãî òèïà ñ ïàðà-
ìåòðàìè (i, λ), òî îáðàòíîå ê íåìó - ïðåîáðàçîâàíèå
òîãî æå òèïà ñ ïàðàìåòðàìè (i, λ−1). Åñëè æå F -
ïðåîáðàçîâàíèå òðåòüåãî òèïà, òî îáðàòíîå ê íåìó -
ýòî ñàìî F .
Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìó (1) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñè-

ñòåìû (2) ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à ñëåäî-
âàòåëüíî, êàê äîêàçàíî âûøå, íàáîð (c1, . . . , cn) ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîé ñèñòåìû.

==============================

ÌÅÒÎÄ ÃÀÓÑÑÑÀ
(ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïó-

òåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ)
Ðàññëîòðèì ìàòðèöó

A =

 a11 a12 · · · a1n
−−−

am1 am2 · · · amn

 .

ÎÏÐ. Ïåðâûé (ñàìûé ëåâûé) íåíóëåâîé êîýôôè-
öèåíò a1,k1 ïåðâîé ñòðîêè íàçûâàåòñÿ ëèäåðîì ïåâîé
ñòðîêè, ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò a2,k2 âòîðîé
ñòðîêè íàçûâàåòñÿ ëèäåðîì âòîðîé ñòðîêè, è ò.ä.
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ÎÏÐ. Ìàòðèöó A íàçûâàþò ñòóïåí÷àòîé, åñëè
ëèäåð âòîðîé ñòðîêè ñòîèò ñòðîãî ïðàâåå ëèäåðà ïåð-
âîé ñòðîêè, ëèäåð òðåòüåé ñòðîêè ñòîèò ñòðîãî ïðà-
âåå ëèäåðà âòîðîé ñòðîêè, è ò.ä. Ò.å.

k1 < k2 < . . . .

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ëþáàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó ïðè ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé I è III òèïîâ.
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè ïåðâûé ñòîëáåö ìàò-

ðèöû A íå ðàâåí íóëþ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a11 6= 0

(èíà÷å ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå III òèïà). Óìíî-
æàÿ ïåðâóþ ñòðîêó íà êîýôôèöèåíò

λi = −
ai1
a11

è ïðèáàâëÿÿ åå ê i-é ñòðîêå, ïîëó÷àåì ìàòðèöó

A′ =


a′11 a

′
12 · · · a′1n

0 a′22 · · · a′2n
−−−

0 a′m2 · · · a′mn

 .

(Åñëè æå ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A - íóëåâîé,
òî ïåðåõîäèì ê ïðåîáðàçîâàíèÿì ïîäìàðòèöû, ïîëó-
÷åííîé èç A îòáðàñûâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè.)
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Äàëåå àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçóåì ïîäìàòðèöó ìàò-
ðèöû A′, îáðàçîâàííóþ åå ñòðîêàìè 2, . . . ,m, è òàê
äàëåå.

�

ÎÏÐ. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìîé ñòóïåí÷àòîãî âèäà, åñëè åå ðàñøèðåííàÿ
ìàòðèöà èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ.Ëþáàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ïðèâîäèòñÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ýëåìåíòàð-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè I è III òèïîâ. Â ÷àñòíîñòè,
ëþáàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ñòóïåí÷àòîãî
âèäà.
ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ÑËÓ)

ê ÑÒÓÏÅÍ×ÀÒÎÌÓ ÂÈÄÓ è íàçûâàåòñÿ ÌÅÒÎ-
ÄÎÌ ÃÀÓÑÑÀ.

==============================

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÐÀÍÅÍÈÉ

Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ ìîæíî ñ÷èòàòü
ñèñòåìó ñòóïåí÷àòîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç r ÷èñëî íåíó-
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ëåâûõ ñòðîê îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû, à ÷åðåç r̃
- ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê åå ðàñøèðåííîé ìàòèöû.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëèáî r = r̃, ëèáî r = r̃+1. Åñëè r = r̃ ,
à a1,k1, . . . , ar,kr - ëèäåðû íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû
ÑËÓ, òî ïåðåìåííûå xk1, xk2, . . . , xkr íàçîâåì ÃËÀÂ-
ÍÛÌÈ, à âñå îñòàëüíûå - ÑÂÎÁÎÄÍÛÌÈ.

ÒÅÎÐÅÌÀ.

(1) Åñëè r = r̃ = n, òî ñèñòåìà - îïðåäåëåííàÿ;

(2) åñëè r = r̃ < n, òî ñèñòåìà - íåîïðåäåëåííàÿ, à
ëþáîìó íàáîðó çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ãëàâ-
íûõ ïåðåìåííûõ;

(3) åñëè r < r̃, òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
(1) Åñëè r = r̃ = n, òî ÷èñëî íåíóëåâûõ óðàâ-

íåíèé ñèñòåìû ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Ïðè ýòîì
âñå êîýôôîöèåíòû a11, . . . , ann - íåíóëåâûå. Ïîñëåä-
íåå íåíóëåâîå óðàâíåíèå èìååò âèä

annxn = bn,

îòêóäà îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ xn. Èç ïðåäïîñëåäíåãî
óðàâíåíèÿ

an−1,n−1xn−1 + an−1,nxn = bn−1,
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çíàÿ xn ìû îäíîçíà÷íî íàõîäèì xn−1, è òàê äàëåå
(2) Ïóñòü r = r̃ < n. Çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèÿ ñâî-

áîäíûõ ïåðåìåííûõ, ìû êàê è â ïóíêòå (1) ïîäíè-
ìàÿñü ïî ñèñòåìå ñíèçó ââåðõ îäíîçíà÷íî íàõîäèì
çíà÷åíèÿ âñåõ ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ .
(3) Åñëè r + 1 = r̃, òî â ñèñòåìå åñòü óðàâíåíèå

âèäà
0 · x1 + . . . + 0 · xn = b,

ãäå b 6= 0. Òàêàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. �.

Âûðàæåíèå ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ÷åðåç ñâîáîäíûå
íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ñèñòåìû.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Íåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ñèñòåìó íàçûâàþò îäíîðîäíîé, åñëè b1 = . . . =

bm = 0.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâ-
ìåñòíà. Åñëè ÷èñëî óðàâíåíèé â íåé ìåíüøå ÷èñëà
íåèçâåñòíûõ, òî îíà èìååò ÍÅÍÓËÅÂÎÅ ðåøåíèå.
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