
ÀÐÈÔÌÅÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÂÅÊÒÎÐÍÎÅ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

Îáîçíà÷èì ÷åðåçRn ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê (a1, . . . , an)

äëèíû n, ãäå a1, . . . , an - âåùåñòâåííûå ÷èñëà

ÎÏÅÐÀÖÈÈ Â Rn

Ñëîæåíèå ñòðîê: (a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 +

b1, . . . , an + bn).
Óìíîæåíèå íà ÷èñëî: λ(a1, . . . , an) = (λa1, . . . , λan).

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. ÌíîæåñòâîRn ñ çàäàííûìè îïå-
ðàöèÿìè íàçûâàåòñÿ àððèôìåòè÷åñêèì âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì, à åãî ýëåìåíòû, ò.å. ñàìè ñòðîêè -
âåêòîðàìè.

==============================

Ïóñòü u1, . . . , um - âåêòîðû èç Rn.
ËÈÍÅÉÍÀß ÊÎÌÁÈÍÀÖÈß (ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè α1, . . . , αn): âåêòîð α1u1 + . . . + αnun
ËÈÍÅÉÍÀßÎÁÎËÎ×ÊÀ:< u1, . . . , um >= {α1u1+

. . . + αnun} - ñîâîêóïíîñòü âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíà-
öèé.
ÍÓËÅÂÎÉ ÂÅÊÒÎÐ: 0 = (0 . . . , 0).
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ËÈÍÅÉÍÀß ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ È ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÜ

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ. Âåêòîðû u1, . . . , um ëèíåéíî çà-

âèñèìû, åñëè ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû α1, . . . , αm,
òàêèå, ÷òî

α1u1 + . . . + αmum = 0,

è õîòÿ áû îäèí èç αi îòëè÷åí îò íóëÿ.
ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Âåêòîðû u1, . . . , um ëèíåéíî íåçà-

âèñèìû, åñëè ðàâåíñòâî α1u1 + . . . + αmum = 0 âîç-
ìîæí ëèøü ïðè α1 = . . . = αm = 0..

==============================

ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

ÎÏÐ. Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî W â Rn íàçûâàþò
ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè

1) a + b ëåæèò â W äëÿ ëþáûõ a, b ∈ W ;

2) αa ∈ W äëÿ ëëþáûõ α ∈ R, a ∈ W .

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì.

ÒÅÎÐÅÌÀ (îñíîâíàÿ ëåììà î ëèíåéíîé çàâè-
ñèìîñòè). Ïóñòü X1, . . . , Xr è Y1, . . . , Ys - äâà íàáî-
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ðà âåêòîðîâ èç Rn. Åñëè âåêòîðû Y1, . . . , Ys ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç X1, . . . , Xr, (ò.å.
ïðèíàäëåæàò èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êå), òî s ≤ r.

Ä-ÂÎ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s > r. Âûðàçèì Yi-å
÷åðåç Xj-e:

Y1 = a11X1 + · · · + ar1Xr

· · ·
Ys = a1sX1 + . . . + arsXr

.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ Yi-õ ñ íåèçâåñò-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

z1Y1+· · ·+zsYs = z1(a11X1+· · ·+ar1Xr)+· · ·+zs(a1sX1+. . .+arsXr) =

= (a11z1+ · · ·+a1szs)X1+ · · ·+(ar1z1+ · · ·+arszs)Xr.

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
a11z1 + a12z2 + · · · + a1szs = 0

· · ·
ar1z1 + ar2z2 + · · · + arszs = 0

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå (ñì. ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2), ò.ê.
r < s. Íî åñëè (α1, . . . , αs) - åå íåíóëåâîå ðåøåíèå,
òî

α1Y1 + . . . + αsYs = 0,

÷òî ïðîèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè Y1, . . . , Ys.
Ñëåäîâàòåëüíî, s íå ìîæåò áûòü áîëüøå r. �
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==============================

ÁÀÇÈÑ È ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜ

Ïóñòü V - ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn, è e1, . . . , em ∈ V .
ÎÏÐ. e1, . . . , em - áàçèñ V , åñëè

1) e1, . . . , em ëèíåéíî íåçàâèñèìû;

2) < e1, . . . , em >= V (ò.å. ëþáîé âåêòîð èç V âû-
ðàæàåòñÿ ÷åðåç e1, . . . , em).

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü V - ïîäïðîñòòðàíñòâî â Rn, è
{v1, . . . , vm}, {u1, . . . , uk} - äâà áàçèñà V . Òîãäà m =

k.
Ä-ÂÎ. Ò.ê. {v1, . . . , vm} è {u1, . . . , uk} - äâà áàçèñà

V , òî < v1, . . . , vm >=< u1, . . . , uk >. Îòñþäà ïî
îñíîâíîé ëåììå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè m ≤ k è
k ≤ m, ò.å. m = k �

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòå-
ìà âåêòîðîâ èç ïîäïðîñòðàíñòâà V â Rn ìîæåò áûòü
äîïîëíåíà äî áàçèñà V .
Ä-ÂÎ. Ïóñòü V - ïîäïðîñòðàíñòâî âRn è v1, . . . , vk

- íàáîð ëííåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç V . Åñëè
< v1, . . . , vk >= V , òî îíè îáðàçóþò áàçèñ V . Åñëè
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< v1, . . . , vk >6= V , òî íàéäåòñÿ âåêòîð vk+1 ∈ V ,
íå ëåæàùèé â< v1, . . . , vk >. Ïîêàæåì, ÷òî v1, . . . , vk, vk+1

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïóñòü α1v1 + · · ·+ αk+1vk+1 = 0. Åñëè αk+1 6= 0, òî

vk+1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç v1, . . . , vk, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó vk+1. Åñëè æå αk+1 = 0, òî è âñå îñòàëüíûå
α1, . . . , αk òîæå ðàâíû íóëþ â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâè-
ñèìîñòè âåêòîðîâ v1, . . . , vk.
Åñëè ñíîâà < v1, . . . , vk, vk+1 >6= V , òî ïðîäîëæà-

åì ïðîöåññ ïîïîëíåíèÿ ñèñòåìû v1, . . . , vk, vk+1. Îí
ïðåðâåòñÿ íà êàêîì-ëèáî øàãå, ò.ê. ïî îñíîâíîé ëåì-
ìå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âRn íåëüçÿ âûáðàòü áîëü-
øå ÷åì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ. �

ÎÏÐ. Ðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà V â Rn íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî âåêòîðîâ â ëþáîì áàçèñå V . Îíà îáî-
çíà÷àåòñÿ êàê dimV .

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî V â Rn

îáëàäàåò áàçèñîì è dimV ≤ n.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ïóñòü U ⊆ V - äâà ïîäïðîñòðàí-
ñòâà â Rn. Òîãäà dimU ≤ dimV , ïðè÷åì dimU =

dimV òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U = V .

ÎÏÐ. Ðàíãîì ñèñòåìû âåêòîðîâ {a1, . . . , ak} èç
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Rn íàçûâàåòñÿ dim < a1, . . . , ak >.

ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÅ: rank{a1, . . . , ak} èëè rk{a1, . . . , ak}.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ {a1, . . . , ak}
- ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðîâ ñðåäè {a1, . . . , ak}.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü V - ïîäïðîñòðàíñòâî
â Rn ñ áàçèñîì e1, . . . , ek. Òîãäà ëþáîé âåêòîð v èç V
îäíîçíà÷íî âûðàæàåòñÿ â âèäå:

v = α1e1 + · · · + αkek, (αi ∈ R).

Ä-ÂÎ. Ñóùåñòâîâàíèå α1, . . . , αk î÷åâèäíî. Ïóñòü
v = α1e1 + · · ·+αkek = β1e1 + · · ·+ βkek. Òîãäà (α1−
β1)e1 + · · ·+ (αk − βk)ek = 0. Îòñþäà α1− β1 = . . . =

αk − βk = 0 è α1 = β1, . . . , αk = βk. �
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ÐÀÍÃ ÌÀÒÐÈÖÛ

ÎÏÐ. Ïðÿìîóãîëüíàÿ òàáëèöà èç m ñòðîê è n

ñòîëáöîâ

A =

 a11 a12 · · · a1n

−−−
am1 am2 · · · amn


íàçûâàåòñÿ ÌÀÒÐÈÖÅÉ m× n.

ÑÒÐÎÊÈ ìàòðèöû m × n - ýëåìåíòû àðèôìåòè-
÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn.

ÑÒÎËÁÖÛ ìàòðèöû m × n - ýëåìåíòû àðèôìå-
òè÷åñêîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rm.

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ

Ãîðèçîíòàëüíûé ðàíã rkΓ(A) - ðàíã ñèñòåìû ñòðîê A.
Âåðòèêàëüíûé ðàíã rkB(A) - ðàíã ñèñòåìû ñòîëáöîâ.

ËÅÌÌÀ. Ïóñòü ìàòðèöà C ïîëó÷åíà èç ìàòðè-
öû A ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñòðîê. Òîãäà

1) rkΓ(C) = rkΓ(A);

2) rkB(C) = rkB(A).

Ä-ÂÎ.
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1)ÏóñòüA1, . . . , Am - ñòðîêè ìàòðèöûA, àC1, . . . , Cm
- ñòðîêè C. Òîãäà

C1, . . . , Cm ∈< A1, . . . , Am >,

ñëåäîâàòåëüíî,

< C1, . . . , Cm >⊆< A1, . . . , Am > .

Òàê êàê ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû, òî
è

< A1, . . . , Am >⊆< C1, . . . , Cm > .

Ñëåäîâàòåëüíî,

rk{A1, . . . , Am} = dim < A1, . . . , Am >=

= dim < C1, . . . , Cm >= rk{C1, . . . , Cm}.

2)ÏóñòüA1, . . . , An - ñòîëáöû ìàòðèöûA, àC1, . . . , Cn

- ñòîëáöû C. Ïîêàæåì, ÷òî

∀ λ1, . . . , λn ∈ Rn

ñîîòíîøåíèÿ

λ1A
1 + . . . + λnA

n = 0 (1)

è
λ1C

1 + . . . + λnC
n = 0 (2)
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ýêâèâàëåíòíû.
Äåéñòâèòåëüíî, (1) îçíà÷àåò, ÷òî (λ1, . . . , λn) - ðå-

øåíèå îäíîðîäíîé ÑËÓ ñ ìàòðèöåé A, à (2) - ÷òî
(λ1, . . . , λn) - ðåøåíèå îäíîðîäíîé ÑËÓ ñ ìàòðèöåé
C. Ò.ê. C ïîëó÷åíà èç A ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì ñòðîê, òî ýòè äâå ÑËÓ ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó
ñîîòíîøåíèÿ (1) è (2) ðàâíîñèëüíû.

Ïóñòü òåïåðü Aj1, . . . , Ajr - ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A (ò.å. áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà< A1, . . . , An >). Òîãäà rk{A1, . . . , An} =
r. Êðîìå òîãî, â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè (1) è (2), ñòîëá-
öû Cj1, . . . , Cjr òîæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ÷åðåç
íèõ âûðàæàþòñÿ âñåC1, . . . , Cn. Ñëåäîâàòåëüíî,Cj1, . . . ,

Cjr - áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè < C1, . . . , Cn > è
rk{C1, . . . , Cn} = r. �

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ðàíã ìàòðèöû ïî ñòðîêàì ðàâåí ðàí-
ãó ïî ñòîëáöàì.
Ä-ÂÎ. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòððîê
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ïðèâåäåì A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:

C =



c11 . . . c1k . . . c1l . . . c1s . . . c1n

0 . . . c2k . . . c2l . . . c2s . . . c2n

0 . . . 0 . . . c3l . . . c3s . . . c3n

. . . . . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . crs . . . crn
0 . . . 0 . . . 0 . . . . . . 0


.

Ó ìàòðèöûC ðîâíî r íåíóëåâûõ ñòðîê, c11, c2k, c3l, . . . , crs
- ëèäåðû ñòðîê 1, 2, . . . , r, à âñå îñòàëüíûå ñòðîêè -
íóëåâûå. Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå rkΓ(C) = rkΓ(A),
rkB(C) = rkB(A), ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðà-
âåíñòâî ãîðèçîíòàëüíîãî è âåðòèêàëüíîãî ðàíãîâ ìàò-
ðèöû C.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûå r ñòðîê C ëèíåé-

íî íåçàâèñèìû. Òàê êàê îñòàëüíûå ñòðîêè - íóëå-
âûå, òî rkΓ(C) = r. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñòîëáöû
C1, Ck, C l, . . . , Cs (èõ òîæå r øòóê è îíè ñîîòâåòñòâó-
þò ëèäåðàì ñòðîê) òîæå ëèíåéíî íçàâèñèìû. Ïîýòî-
ìó rkB(C) ≥ r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ïîäïðîñòðàíñòâî
â ïðîñòðàíñòâå Rn, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò ñòîëáöû
ìàòðèöû C, ñîñòîÿùåå èç òåõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ, ó
êîòîðûõ òîëüêî ïåðâûå r êîîðäèíàò ìîãóò áûòü íåíó-
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ëåâûìè, ò.å. ñòîëáöîâ âèäà

a1

·
·
·
ar
0

·
·
·
0


.

Òàêæå íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî dimV = r. Ïîñêîëüêó
âñå ñòîëáöû C ëåæàò â V , òî è rkB(C) ≤ r. Ñëåäî-
âàòåëüíî, rkB(C) = r = rkΓ(C), è òåîðåìà äîêàçàíà.
�

ÎÏÐ. Ðàíã ìàòðèöû: rk(A) = rkΓ(A) = rkB(A).

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Ïîñêîëüêó ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ ñòðîê ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ, òî îí
ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê â ñòóïåí÷àòîì âèäå.

=================================

ÒÅÎÐÅÌÀ ÊÐÎÍÅÊÅÐÀ-ÊÀÏÅËËÈ

Ïóñòü A - ìàòðèöà íåêîòîðîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
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óðàâíåíèé, à B - ñòîëáåö åå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Áó-
äåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñîêðàùåííóþ çà-
ïèñü: AX = B, â êîòîðîé X - ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ñèñòåìà AX = B ñîâìåñòíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã åå îñíîâíîé ìàòðèöû ðàâåí
ðàíãó ðàñøèðåííîé, ò.å. rk A = rk(A|B).
Ä-ÂÎ. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî çàìå÷àíèÿ è ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñèñòåì, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ïðè
ïîìîùè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ó ñèñòåìû AX = B ðàñøèðåííàÿ ìàòðè-
öà (A|B) èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Îáîçíà÷èì (êàê è
ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà)
r = rk A, r̃ = rk(A|B). Êàê îòìå÷àëîñü ïðè èññëå-
äîêàíèè ñèñòåì, ñèñòåìà AX = B ñîâìåñòíà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà r = r̃. �

==============================

ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ ÐÅØÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé AX = 0 íà n íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn. Ëþáîå
åå ðåøåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð-ñòðîêó
èç Rn. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü âñåõ åå ðåøåíèé îáðàçóåò
ïîäïðîñòðàíñòâî V â Rn.
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ÎÏÐ. Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé ñèñòåìû AX = 0.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ðàçìåðíîñòü V ðàâíà n− rk A.

Ä-ÂÎ. Ïðèâåäåì A ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó è ðàçäå-
ëèì âñå íåèçâåñòíûå íà ãëàâíûå è ñâîáîäíûå. ×èñëî
ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ ðàâíî ðàíãó A. Ïóñòü, íàïðè-
ìåð, x1, . . . , xr - ãëàâíûå, à xr+1, . . . , xn - ñâîáîäíûå.
Íàïîìíèì, ÷òî ëþáîìó íàáîðó çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ ñîîâåòñòâóåò ðîâíî îäíî ðåøåíèå. Ðàñ-
ñìîòðèì òàêèå ðåøåíèÿ

c1 = (∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
r

, 1, 0, . . . , 0), . . . , cn−r = (∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
r

, 0, 0, . . . , 1).

Çäåñü çâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíû íå èíòåðåñóþùèå íàñ
çíà÷åíèÿ ãëàâíûõ íåèçâåñòíûõ. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

λ1c1 + · · · + λn−rcn−r = (∗, . . . , ∗, λ1, . . . , λn−r)

ëåãêî ñëåäóþò è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü c1, . . . , cn−r
è òîò ôàêò, ÷òî ÷åðåç íèõ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ëþáîå
ðåøåíèå ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, dimV = n− r. �
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