
ÀËÃÅÁÐÀ ÌÀÒÐÈÖ

Ñëîæåíèå, óìíîæåíèå íà ÷èñëî

A è B - ìàòðèöû m× n, A = (aij), B = (bij)

ÎÏÐ. C = A + B, åñëè C = (cij) ðàçìåðà m × n,
à cij = aij + bij.
ÎÏÐ. D = λA, åñëè D = (dij) ðàçìåðà m × n, à

dij = λaij.

Î÷åâèäíûå ñâîéñòâà: λ(A+B) = λA+λB, (λ+µ)A =

λA + µA, (αβ)A = α(βA)

ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒÐÈÖ

Ïóñòü A - ìàòðèöàm×n, B - ìàòðèöà n×k. Òîãäà
îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäåíèå C = AB ðàçìåðà m× k:

ÎÏÐ. C = AB, åñëè

cij =

n∑
s=1

aisbsj = ai1b1j + · · · + ainbnj

- ýëåìåíò cij ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ i-é ñòðîêè ìàòðèöû
A íà j-é ñòîëáåö ìànðèöû B.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÓÌÍÎÆÅÍÈß
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1) Äèñòðèáóòèâíîñòü. A,B −m× n, C − n× k ⇒
(A +B)C = AC +BC

Ä-ÂÎ. Îáîçíà÷èì D = (A + B)C,P = AC,Q =

BC. Òîãäà pij =
∑

s aiscsj, qij =
∑

s biscsj,

dij =
∑
s

(ais+bis)csj =
∑
s

aiscsj+
∑
s

biscsj = pij+qij

ÀÍÀËÎÃÈ×ÍÎ: A(B + C) = AB + AC.
2)Àññîöèàòèâíñòü óìíîæåíèÿ. ÏóñòüA−m×n,B−

n× k, C − k × t. Òîãäà (AB)C = A(BC).
Ä-ÂÎ.Îáîçíà÷èì P = AB,Q = BC,D = (AB)C =

PC, F = A(BC) = AQ. Òîãäà

dij =

k∑
r=1

pircrj =

k∑
r=1

(
n∑
s=1

aisbsr

)
crj =

∑
r

∑
s

aisbsrcrj =

=

n∑
s=1

ais

(
k∑
r=1

bsrcrj

)
=

n∑
s=1

aisqsj = fij

�

Òðàíñïîíèðîâàíèå

Åñëè A - ìàòðèöà èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ, òî At

- ìàòðèöà èç n ñòðîê è m ñòîëáöîâ. Ñòîëáöàìè At

ÿâëÿþòñÿ ñòðîêè A. Äðóãèìè ñëîâàìè,

At = B, è bij = aji.
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3) (AB)t = BtAt

Ä-ÂÎ. Ïóñòü A - ðàçìåðà m×n, à B - n×k. Îáî-
çíà÷èì C = AB = (cij), D = BtAt, At = (a′ij), B

t =

(b′ij), C
t = (c′ij). Òîãäà

c′ij = cji =
n∑
k=1

ajkbki; dij =
n∑
k=1

b′ika
′
kj =

n∑
k=1

bkiajk = c′ij

Ðàçìåðû: Bt − n× k,At − n×m⇒ D − k ×m;
C −m× t⇒ Ct − t×m. �

4)(At)t = A - î÷åâèäíî

==============================

ÊÂÀÄÐÀÒÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ

Mn(R) - ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ ìàòðèö n× n

ÎÏÐ. Ìàòðèöà

E =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

0 0 · · · 1


íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé

Îñíîâíîå ñâîéñòâî:

AE = EA = A ∀ A ∈Mn(R)
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Ä-âî. E = (eij), ãäå eij = 0 ∀ i 6= j, eii = 1.
Ïîýòîìó

(AE)ij

n∑
k=1

aikekj = aijejj = aij = (A)ij

(EA - àíàëîãè÷íî)

Ìàòðè÷íûå åäèíèöû

Eij =



0

.

.

o · · · 1 · · · 0
.

.

0


- åäèíèöà ñòîèò íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî
ñòîëáöà ⇒ E = E11 + · · · + Enn.

==============================

ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ ÌÀÒÐÈ×ÍÛÕ ÅÄÈÍÈÖ

(EijEkm)αβ =

n∑
γ=1

(Eij)αγ(Ekm)γβ = 0,
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åñëè α 6= i èëè β 6= m, à òàêæå ïðè α = i, β = m,
íî j 6= k. À ïðè α = i, β = m, j = k ïîëó÷àåì:
(EijEjm)im = 1. Ò.å.

EijEkm = δjkEim

ãäå

δjk =

{
0, åñëè j 6= k

1, åñëè j = k

- ñèìâîë Êðîíåêåðà

==============================

ÎÁÐÀÒÍÀß ÌÀÒÐÈÖÀ

ÎÏÐ. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê A, åñëè
AB = BA = E.
Ìàòðèöà, ó êîòîðîé åñòü îáðàòíàÿ, íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé.

ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÅ: B = A−1

ÏÐÈÌÅÐÛ

A =

(
1 0

0 −1

)
, B = A =

(
1 0

0 −1

)
⇒ AB = BA =

(
1 0

0 1

)
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À ìàòðèöà

(
1 0

0 0

)
íåîáðàòèìà, ò.ê.

(
1 0

0 0

)(
a b

c d

)
=

(
a b

0 0

)
==============================

ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ

Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû I òèïà: i 6= j, λ ∈ R

Pij(λ) = E + λEij =


1 · · · · · · 0 · · · 0

λ

0 · · · · · · 0 · · · 1


ãäå λ ñòîèò â (i, j)-é ïîçèöèè.

Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû II òèïà: λ 6= 0

Mi(λ) = E + (λ− 1)Eii =


1 · · · · · · · · · 0

λ

0 · · · · · · · · · 1


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Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû III òèïà: i 6= j

Qij = E−Eii−Ejj+Eij+Eji =



1 · · · · · · · · · · · · · · · 0
. . . . . . .

0 1

. . .

1 0

. . . . . . .

0 · · · · · · · · · · · · · · · 1


Ìàòðèöà Qij ïîëó÷åíà èç E ïåðåñòàíîâêîé i-é è j-é
ñòðîê.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû îáðàòèìû,
ïðè÷åì Pij(λ)

−1 = Pij(−λ), Mi(λ)
−1 = Mi(

1
λ), Q

−1
ij =

Qij

Ä-ÂÎ.

1) (E + λEij)(E − λEij) = E + λEij − λEij + λ
2E2

ij = E

2)Mi(λ)Mi(
1
λ) = (E11+ . . .+λEii+ · · ·+Enn)(E11+ . . .+

1
λEii + · · · + Enn) = E11 + . . . + Eii + · · · + Enn = E

3) Îáîçíà÷èì X = Eij + Eji − Eii − Ejj. Òîãäà Qij =

E +X è Q2
ij = E2 + 2X +X2. Âû÷èñëèì X2:

X2 = (Eij + Eji − Eii − Ejj)(Eij + Eji − Eii − Ejj) =

= Eii − Eij + Ejj − Eji − Eij + Eii − Eji + Ejj =
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= 2Eii − 2Eij + 2Ejj − 2Eji = −2X
Ïîýòîìó 2X +X2 = 0 è Q2

ij = E

�

==============================

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü A - ïðÿìîóãîëüíàÿ m × n-
ìàòðèöà, T ýëåìåíòàðíàÿm×m-ìàòðèöà.Òîãäà óìíî-
æåíèå ñëåâà íà T ðàâíîñèëüíî ñîîòâåòñòâóþùåìó
ýëåìåíòàðíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñòðîê ìàòðèöû A.
Ä-ÂÎ. Âû÷èñëèì ñíà÷àëàEijA. Ò.ê.A =

∑
k,l aklEkl,

òî

EijA = Eij(
∑
k

∑
l

aklEkl) =
∑
l

ajlEijEjl =
∑
l

ajlEil.

Ò.å.

EijA =

 0 · · · 0

aj1 · · · ajn
0 · · · 0

− i
Îòñþäà

(E + λEij)A =

 a11 · · · a1n
(ai1 + λaj1) · · · (ain + λajn)

an1 · · · ann

− i,
Mi(λ)A =

 a11 · · · a1n
λai1 · · · λain
an1 · · · ann

− i
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QijA =


a11 · · · a1n
aj1 · · · ajn
· · · · · · · · ·
ai1 · · · ain
an1 · · · ann


−i

−j

�
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Óìíîæåíèå ñïðàâà íà ýëåìåíòàð-

íûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðà-
çîâàíèÿì ñòîëáöîâ.

==============================

ÐÀÍÃ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÌÀÒÐÈÖ

ÒÅÎÐÅÌÀ. rk AB ≤ rk A. Åñëè B - êâàäðàò-
íàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, òî rk AB = rk A.
Ä-ÂÎ. Ïóñòü C = AB, ãäå A - ðàçìåðà m×k, B -

ðàçìåðà k×n. Òîãäà cij = ai1b1j+ · · ·+aikbkj. Îòñþäà
c1j
.

.

.

cmj

 =


a11
.

.

.

am1

 b1j + · · · +


a1k
.

.

.

amk

 bkj,

ò.å. ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû C - ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
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öèÿ ñòîëáöîâ A1, . . . , Ak ìàòðèöû A. Åñëè C1, . . . , Cn

- ñòîëáöûC, òî< C1, . . . , Cn >⊆< A1, . . . , Ak >. Îò-
ñþäà rk C = dim < C1, . . . , Cn >≤ dim < A1, . . . , Ak >=

rk A.
ÅñëèB îáðàòèìà, òî rk A = rk (AE) = rk (ABB−1) ≤

rk (AB). Îòñþäà rk AB = rk A. �

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò
ðàíãîâ ñâîèõ ñîìíîæèòåëåé.
Ä-ÂÎ. rk AB ≤ rk A ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå.

Êðìå òîãî, rk Ct = rk C äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C.
Ïîýòîìó rk AB = rk (AB)t = rk (BtAt) ≤ rk Bt =

rk B. �

==============================

ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ

Ïóñòü A- êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n× n.
ÒÅÎÐÅÌÀ. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) A îáðàòèìà;

2) rk A = n;

3) A ïðèâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå ýëåìåíòàð-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê.

Ä-ÂÎ.
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1) ⇒ 2): ò.ê. rk E = n, òî rk AA−1 ≤ rk A. Íî
rk A ≤ n. Ïîýòîìó rk A = n.

2) ⇒ 3). Ïóñòü rk A = n. Ïðèâåäåì A ê ñòó-
ïåí÷àòîìó âèäó A′ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-
ìè ñòðîê. Ò.ê. rk A′ = n, òî

A′ =


b11 b12 · · · b1n
0 b22 · · · b2n
· · ·

0 0 · · · bnn


- âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì ëèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû b11, . . . , bnn íå ðàâíû íóëþ. Âû÷èòàÿ ïî-
ñëåäíþþ ñòðîêó èç âñåõ ïðåäûäóùèõ ñ ïîäõîÿùèìè
êîýôôèöèåíòàìè, ìû îáíóëÿåì âñå ýëåìåíòû ïîñëåä-
íåãî ñòîëáöà, êðîìå bnn. Ïîäíèìàÿñü ñíèçó ââåðõ,
ìû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé I òèïà
ïðèâîäèì íàøó ìàòðèöó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

B =


b11 0 · · · 0

0 b22 · · · 0

· · ·
0 0 · · · bnn


Î÷åâèäíî, ÷òî B ïðèâîäèòñÿ ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå

ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè II òèïà.

3)⇒ 1).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A ïðèâîäèìà ê åäèíè÷íîé ìàò-
ðèöå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû T1, . . . , Tk,
òàêèå, ÷òî

Tk · · ·T1A = E.

Îáîçíà÷èì B = Tk · · ·T1. Òîãäà BA = E. Îñòà-
ëîñü äîêàçàòü, ÷òî è AB = E. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò-
ðèì òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó At. Òîãäà rk At =

n. Ïî ïðåäûäóùåìó ( 2) ⇒ 3) ) At ïðèâîäèòñÿ
ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðîê, ò.å. ñóùåñòâóåò ìàòðèöà C, òàêàÿ ÷òî
CAt = E. Îáîçíà÷èì D = Ct. Òîãäà AD = (At)tCt =

(CAt)t = Et = E.
Èìååì: BA = E = AD. Îòñþäà

B = BE = B(AD) = (BA)D = ED = D,

ò.å. B = D è AB = E. �
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