
ËÈÍÅÉÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÀ
ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Ïóñòü V ⊆ Rn - ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn, W ⊆ Rm -
ïîäïðîñòðàíñòâî â Rm.
ÎÏÐ. Îòîáðàæåíèå f : V → W íàçûâàåòñÿ ËÈ-

ÍÅÉÍÛÌ, åñëè

f (x+y) = f (x)+f (y), f (αx) = αf (x) ∀ x, y ∈ V, α ∈ R.

ÏÐÅÄËÎÆÅÍÈÅ. Ïóñòü e1, . . . , ek - áàçèñ V .
Òîãäà ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå f : V → W îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëåíî ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà áàçèñíûõ âåê-
òîðàõ.
Ä-ÂÎ.Ïóñòü çàäàíû çíà÷åíèÿ f (e1) = w1, . . . , f (ek) =

wk. Ëþáîé âåêòîð v ∈ V îäíîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ ïî
áàçèñó: v = α1e1 + · · · + αkek. Â ñèëó ëèíåéíîñòè

f (v) = f (
∑
i

αiei) =
∑
i

αif (ei) =
∑
i

αiwi.

�

==============================

ÌÀÒÐÈÖÀ Ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü V = W è e1, . . . , ek - áàçèñ V . Ðàçëîæèì
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âåêòîð f (ej) ïî áàçèñó:

f (ej) =
k∑
i=1

aijei (1 ≤ j ≤ k).

ÎÏÐ. Ìàòðèöà A = (aij) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé f
â áàçèñå e1, . . . , ek.

Ïóñòü f, g - ëèíåéíûå îòîáððàæåíèÿ V → V . Òî-
ãäà èõ êîìïîçèöèÿ - òîæå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V →
V :

(fg)(x+y) = f (g(x+y)) = f (g(x)+g(y)) = f (g(x))+f (g(y)) =

= (fg)(x) + fg)(y)

(fg)(αx) = f (g(αx)) = f (αg(x)) = αf (g(x)) = α(fg)(x)

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ïóñòü v = x1e1 + · · · + xkek; w =

f (v) = y1e1 + · · · + ykek. Òîãäà Y = AX .
Ä-ÂÎ. w =

∑
i yiei - ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó. Íî

w = f (v) = f (x1e1 + · · · + xkek) =
∑
j

xjf (ej) =

=
∑
j

xj

(∑
i

aijei

)
=
∑
i

∑
j

aijxj

 ei

2



- òîæå ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó. Èç åäèíñòâåííîñòè ðàç-
ëîæåíèÿ è ñëåäóåò, ÷òî

yi =
∑
j

aijxj, ò.å Y = AX.

�

==============================

Ïóñòü òåïåðü {e1, . . . , em} - áàçèñ V ,A = (aij)m×m -
ìàòðèöà f , à B = (bij)m×m - ìàòðèöà g â ýòîì áàçèñå.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Îòîáðàæåíèå fg èìååò ìàòðèöó AB
â áàçèñå {e1, . . . , em}.
Ä-ÂÎ. Îáîçíà÷èì h = fg. Òîãäà

h(ej) = f (g(ej) = f

(∑
k

bkjek

)
=
∑
k

bkjf (ek) =

=
∑
k

∑
i

bkjaikei =
∑
i

(∑
k

aikbkj

)
ei,

ò.å.

h(ej) =
∑
i

cijei, ãäå C = (cij) = AB.

Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó, C ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàòðèöåé fg = h â áàçèñå {e1, . . . , em}. �
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ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÃÐÓÏÏÀ

I. Íàïîìèíàíèå

Ïóñòü M è N - íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Îòîáðàæå-
íèå f :M → N íàçûâàåòñÿ

• ñþðúåêòèâíûì, åñëè ∀y ∈ N ∃x ∈ M : f (x) =

y (îòîáðàæåíèå
”
íà“);

• èíúåêòèâíûì, åñëè ∀x 6= y ∈M âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî f (x) 6= f (y) (ðàçíûå ýëåìåíòû ïåðåõîäÿò
â ðàçíûå);

• áèåêòèâíûì, åñëè f èíúåêòèâíî è ñþðúåêòèâíî
îäíîâðåìåííî (äðóãîå íàçâàíèå - âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå)

Åñëè f : M → N - áèåêöèÿ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü
îòîáðàæåíèå g : N → M ïî ïðàâèëó: åñëè f (x) = y,
òî g(y) = x. Ò.ê. f ñþðúåêòèâíî, òî g îïðåäåëåíî
äëÿ âñåõ y ∈ N . Ò.ê. f èíúåêòèâíî, òî ó ëþáîãî
y åñòü òîëüêî îäèí ïðîîáðàç, ïîýòîìó g îïðåäåëå-
íî êîððåêòíî. Ïðè ýòîì g - òîæå áèåêöèÿ N → M .
Áîëåå òîãî,

f (g(x)) = x ∀x ∈ N, g(f (y)) = y ∀y ∈M,
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ò.å. fg - òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà N , à gf -
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà M .

II. Ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë {1,. . . ,n }

Ïåðåñòàíîâêà - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (i1, i2, . . . , in),
ñîñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë 1, 2, . . . , n, â êîòîðîé êàæäîå
èç íèõ âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî 1 ðàç.

Âñåãî ïåðåñòàíîâîê - n! = n(n− 1) · · · 2 · 1.

Èíâåðñèÿ: ïàðà ÷èñåë (i, j) â ïåðåñòàíîâêå (· · · i · · · j · · ·)
îáðàçóåò èíâåðñèþ, åñëè i > j (ò.å. áîëüøåå ÷èñëî
ñòîèò ëåâåå ìåíüøåãî).
ÏÐÈÌÅÐ. Ïåðåñòàíîâêà (31254)

Èíâåðñèè - (3, 1), (3, 2), (5, 4)

×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè - ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé.

ÏÐÈÌÅÐ. Ïåðåñòàíîâêà (31254) íå÷åòíàÿ, à ïåðå-
ñòàíîâêà (12345) - ÷åòíàÿ

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Åñëè â ïåðåñòàíîâêå ïîìåíÿòü ìå-
ñòàìè ëþáóþ ïàðó ÷èñåë, òî ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåð-
ñèé èçìåíèòñÿ.
Ä-ÂÎ.
1). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìåíÿåòñÿ
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ìåñòàìè ïàðà ñîñåäíèõ ÷èñåë:

A = (· · · i j · · ·)→ (· · · j i · · ·) = B

Èíâåðñèè âèäà (i, α), i > α, (β, i), β > i, (j, γ), j >

γ, (δ, j), δ > j, ó A è B îäíè è òå æå. Ïîýòîìó ïðè
i > j îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé óìåíüøàåòñÿ íà 1, à ïðè
i < j - óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 ⇒ ÷åòíîñòü ìåíÿåòñÿ.
2) Îáùèé ñëó÷àé.

A = (· · · i t1 · · · ts j · · ·)→ (· · · j t1 · · · ts i · · ·) = B

Ïåðåõîä îò A ê B ìîæíî îñóùåñòâèòü, ìåíÿÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíî ìåñòàìè i ñ t1, . . . , ts, çàòåì i ñ j, à çàòåì
j ñ ts, . . . , t1. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè ñî-
ñåäíèå èíäåêñû ⇒ ÷åòíîñòüü ìåíÿåòñÿ 2s+ 1 ðàç ⇒
÷åòíîñòè A è B ðàçëè÷íû. �

II. Ïîäñòàíîâêè

Ïóñòü M = {1, . . . , n}.

ÎÏÐ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ áèåêöèé (îáîçíà÷àåìàÿ
êàê Sn) ìíîæåñòâàM â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê
èëè ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé.

Ïîäñòàíîâêà - ëþáîé ýëåìåíò èç Sn (ò.å. ëþáàÿ áè-
åêöèÿ M →M)
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ÎÁÙÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ Sn

1) â Sn åñòü îïåðàöèÿ - êîìïîçèöèÿ ïîäñòàíîâîê
(f ◦ g èëè fg), îíà ÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÀ

2) ∃e ∈ Sn : ef = fe = f ∀f ∈ Sn (e - òîæäåñòâåí-
íàÿ ïîäñòàíîâêà)

3) ∀f ∈ Sn ∃g ∈ Sn : fg = gf = e (g = f−1 -
îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà)

Ôîðìà çàïèñè ïîäñòàíîâîê

σ ∈ Sn ⇒ σ =

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
ãäå (i1, . . . , in) è (j1, . . . , jn) - ïåðåñòàíîâêè, σ(i1) =
j1, . . . , σ(in) = jn.

Çàïèñü ïîäñòàíîêè σ â òàêîé ôîðìå íåîäíîçíà÷íà.
Íàèáîëåå åñòåñòâåííîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìà

σ =

(
1 . . . n

j1 . . . jn

)
åñëè σ(1) = j1, . . . , σ(n) = jn

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. ×åòíîñòü ñóììàðíîãî ÷èñëà èí-
âåðñèé â âåðõíåé è íèæíåé ñòðîêàõ íå çàâèñèò îò
ñïîñîáà çàïèñè ïîäñòàíîâêè.
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Ä-ÂÎ. Îò ëþáîé çàïèñè

σ =

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
ê ëþáîé äðóãîé çàïèñè

σ =

(
i′1 . . . i′n
j′1 . . . j′n

)
ìîæíî ïåðåéòè, ïîìåíÿâ íåñêîëüêî ðàç ìåñòàìè ñòîëá-
öû òàáëèöû. Ïî òåîðåìå 1 ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ
ñòîëáöîâ ÷èñëî èíâåðñèé êàê â âåðõíåé, òàê è â íèæ-
íåé ñòðîêå ìåíÿåò ÷åòíîñòü ⇒ ÷åòíîñòü ñóììàðíîãî
÷èñëà èíâåðñèé íå ìåíÿåòñÿ. �

==============================

ÎÏÐ. ×åòíîñòü ïîäñòàíîâêè σ - ýòî ÷åòíîñòü ñóì-
ìàðíîãî ÷èñëà èíâåðñèé â âåðõíåé è íèæíåé ñòðîêàõ
â çàïèñè

σ =

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
ÎÏÐ. Çíàê ïîäñòàíîâêè σ:

εσ =

{
+1, åñëè σ ÷åòíàÿ
−1, åñëè σ íå÷åòíàÿ

Ñëåäñòâèå (ïðåäûäóùåé òåîðåìû). εσ−1 = εσ
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Ä-ÂÎ. Åñëè

σ =

(
i1 . . . in
j1 . . . jn

)
òî

σ−1 =

(
j1 . . . jn
i1 . . . in

)
Ñóììàðíîå ÷èñëî èíâåðñèé â äâóõ ñòðîêàõ - îäíî

è òî æå. �

==============================

ÓÌÍÎÆÅÍÈÅ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÎÊ

Òàê êàê (fg)(i) = f (g(i)), òî(
1 2 3 4 5

3 4 1 2 5

)(
1 2 3 4 5

1 3 4 5 2

)
=

(
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4

)
ÎÏÐ. ÒÐÀÍÑÏÎÇÈÖÈß -ïîäñòàíîâêà âèäà

σ =

(
1 . . . i . . . j . . . n

1 . . . j . . . i . . . n

)
ò.å. σ(i) = j, σ(j) = i, σ(k) = k ∀k 6= i, j. Äðóãàÿ
ôîðìà çàïèñè òàêîé òðàñïîçèöèè: σ = (ij).

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Óìíîæåíèå ñëåâà ïîäñòàíîâêè σ
íà òðàíñïîçèöèþ (ij) ðàâíîñèëüíî ïåðåñòàíîâêå ÷è-
ñåë i è j â íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû σ.
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Ä-ÂÎ. Ïóñòü σ(a) = i, σ(b) = j è σ′ = (ij)σ. Òîãäà
σ′(a) = j, σ′(b) = i è σ′(k) = σ(k) ∀k 6= a, b. Ò.å.

(ij)

(
1 . . . a . . . b . . . n

k1 . . . i . . . j . . . kn

)
=

(
1 . . . a . . . b . . . n

k1 . . . j . . . i . . . kn

)
.

�

ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ðàñêëàäûâà-
åòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.
Ä-ÂÎ. Ïóñòü σ ∈ Sn. çàïèøåì

σ =

(
1 . . . n

i1 . . . in

)
è e =

(
1 . . . n

1 . . . n

)
(e - òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà). Ìåíÿÿ ìåñòàìè ïî-
ïàðíî ÷èñëà â íèæíåé ñòðîêå e, ò.å. óìíîæàÿ e íà
êàêèå-òî òðàíñïîçèöèè (ïî òåîðåìå 3) ñëåâà, ìîæíî
ïîëó÷èòü σ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: σ = τ1 · · · τke =
τ1 · · · τk. �

ÒÅÎÐÅÌÀ 5. Ïóñòü σ = τ1 · · · τm - ïðîèçâåäåíèå
m òðàíñïîçèöèé. Òîãäà εσ = (−1)m.
Ä-ÂÎ.

1) m = 1, σ = τ1 =

(
1 . . . i . . . j . . . n

1 . . . j . . . i . . . n

)
.

Íèæíÿÿ ñòðîêà ïîëó÷àåòñÿ èç âåðõíåé ïåðåñòàíîâ-
êîé ïàðû ÷èñåë (i, j). Â âåðõíåé ñòðîêå èíâåðñèé
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íåò. Ïî òåîðåìå 1 îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé íå÷åòíî,
(−1)m = (−1)1 = −1.
2) m > 1. Ïóñòü σ = τ1 · · · τm è π = τ2 · · · τm. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè επ = (−1)m−1 è σ = τ1π.
Åñëè τ1 = (ij), à

π =

(
1 . . . a . . . b . . . n

r1 . . . i . . . j . . . rn

)
,

òî ïî òåîðåìå 3

σ = τ1π =

(
1 . . . a . . . b . . . n

r1 . . . j . . . i . . . rn

)
,

à ïî òåîðåìå 1 ÷åòíîñòü íèæíåé ñòðîêè σ íå ñîâïà-
äàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà èíâåðñèé íèæíåé ñòðîêè π,
ò.å. εσ = −επ = −(−1)m−1 = (−1)m. �

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. εστ = εσετ
Ä-ÂÎ. Åñëè σ = π1 · · · πk, τ = ρ1 · · · ρm, òî στ =

π1 · · · πkρ1 · · · ρm. Òîãäà εσ = (−1)k, ετ = (−1)m, εστ =
(−1)k+m = (−1)k(−1)m = εσετ . �
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