
ÎÏÅÄÅËÈÒÅËÜ

ÎÏÐ. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà n×n. Îïðå-
äåëèòåëåì (èëè äåòåðìèíàíòîì) A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

|A| =
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî çíàêîïåðåìåííàÿ ñóììà n!

ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Â êàæäîå ïðî-
èçâåäåíèå âõîäèò ðîâíî îäèí ýëåìåíò èç ëþáîé ñòðî-
êè è ðîâíî îäèí ýëåìåíò èç ëþáîãî ñòîëáöà. Çíàê
ïåðåä ïðîèçâåäåíèåì îïðåäåÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ ïîäñòà-
íîâêè σ (èëè ïåðåñòàíîâêè, êîòîðóþ îáðàçóþò èí-
äåêñû ñòîëáöîâ)

ÏÐÈÌÅÐ:

n = 2 ⇒ a11 a12
a21 a22

= a11a22 − a12a21
==================================

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËß

Òåîðåìà. Îïðåäåèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàò-
ðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ èñõîäíîé ìàòðèöû.
Ä-ÂÎ.Ïóñòü A = (aij), B = (bij). Òîãäà bij = aji è

|B| =
∑
σ∈Sn

εσb1σ(1) · · · bnσ(n) =
∑
σ∈Sn

εσaσ(1),1 · · · aσ(n),n
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Ïðîèçâåäåíèå aσ(1),1 · · · aσ(n),n ïåðåïèøåì òàê, ÷òî-
áû ïåðâûå èíäåêñû, ò.å. íîìåðà ñòðîê, âîçðàñòàëè.
Òîãäà

aσ(1),1 · · · aσ(n),n = a1i1a2i2 · · · anin,
ãäå σ(i1) = 1, σ(i2) = 2, . . . , σ(in) = n, ò.å.

σ =

(
i1 . . . in
1 . . . n

)
. Íî òîãäà σ−1 =

(
1 . . . n

i1 . . . in

)
Ïîýòîìó aσ(1),1 · · · aσ(n),n = a1σ−1(1) · · · anσ−1(n). Ñëå-

äîâàòåëüíî,

|B| =
∑
σ∈Sn

εσa1σ−1(1) · · · anσ−1(n) =
∑
σ∈Sn

εσ−1a1σ−1(1) · · · anσ−1(n)

ò.ê. εσ = εσ−1. Åñëè îáîçíà÷èòüAτ = ετa1τ(1) · · · anτ(n),
òî

|B| =
∑
σ∈Sn

Aσ−1 (1)

Îòîáðàæåíè σ → σ−1 ,áèåêòèâíî íà Sn. Ïîýòîìó
äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè τ ∈ Sn ñëàãàåìîå Aτ â ñóììå
(1) âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî 1 ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî,∑
σ∈Sn

Aσ−1 =
∑
τ∈Sn

Aτ , ò.å. |B| =
∑
τ∈Sn

ετa1τ(1) · · · anτ(n) = |A|

�
==================================
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Ëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì

Òåîðåìà (ëèíåéíîñòü ïî i-é ñòðîêå).

1)

a11 · · · a1n
. . .

ai1 + bi1 · · · ain + bin
. . .

an1 · · · ann

=

a11 · · · a1n
· · ·
ai1 · · · ain
· · ·
an1 · · · ann

+

a11 · · · a1n
· · ·
bi1 · · · bin
· · ·
an1 · · · ann

|A| |A1| |A2|

2)

a11 · · · a1n
· · ·

λai1 · · · λain
· · ·
an1 · · · ann

= λ

a11 · · · a1n
· · ·
ai1 · · · ain
· · ·
an1 · · · ann

Ä-ÂÎ.

1)
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1) · · · (aiσ(i) + biσ(i)) · · · anσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n)+
∑
sg∈Sn

εσa1σ(1) · · · biσ(i) · · · anσ(n)

ò.å. |A| = |A1| + |A2|.
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2)
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1) · · ·λaiσ(i) · · · anσ(n) =

= λ
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1) · · · aiσ(i) · · · anσ(n) = λ|A|

�
==================================

Êîñîñèììåòðè÷íîñòü ïî ñòðîêàì

Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê

i −

j −

a11 · · · a1n
. . .

ai1 · · · ain
. . .

aj1 · · · ajn
. . .

an1 · · · ann

= −

a11 · · · a1n
. . .

aj1 · · · ajn
. . .

ai1 · · · ain
. . .

an1 · · · ann

− i

− j

Ä-ÂÎ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A′ ìàòðèöó ñ ïåðåñòàâ-
ëåííûìè ñòðîêàìè. Òîãäà

|A′| =
∑
σ∈Sn

εσa
′
1σ(1) · · · a′iσ(i) · · · a′jσ(j) · · · a′nσ(n)

=
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1) · · · ajσ(i) · · · aiσ(j) · · · anσ(n)
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=
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1) · · · aiσ(j) · · · ajσ(i) · · · anσ(n).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ òðàíñïîçèöèþ (ij). Òîãäà

σθ =

(
1 · · · i · · · j · · · n

σ(1) · · · σ(j) · · · σ(i) · · · n

)
è εσθ = εσεθ = −εσ. Ïîýòîìó

|A′| =
∑
σ∈Sn

εσa1σθ(1)a2σθ(2) · · · anσθ(n). = −
∑
σ∈Sn

Aσθ

(2)
ãäå Aτ = ετa1τ(1) · · · anτ(n).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè σ1 6= σ2 òî σ1θ 6= σ2θ (èíà÷å

σ1θθ = σ1 = σ2θθ = σ2), è äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè
τ ∈ Sn íàéäåòñÿ σ, òàêàÿ, ÷òî τ = σθ. Ïîýòîìó â
ñóììå (2) êàæäîå ñëàãàåìîå Aτ , τ ∈ Sn, âñòðå÷àåòñÿ
ðîâíî 1 ðàç, ò.å.

|A′| = −
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) = −|A|

�

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ. Åñëè äâå ñòðîêè îïðåäåëèòåëÿ ðàâ-
íû, òî ñàì îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Åùå îäíî ñâîéñòâî: åñëè îäíà èç ñòðîê îïðåäåëè-
òåëÿ - íóëåâàÿ, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ,
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Ä-ÂÎ. Ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ (íîëü
- îáùèé ìíîæèòåëü â ñòðîêå, ïîýòîìó |A| = 0 · |A|).

==================================

ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÜ ÊÀÊ ÏÎËÈËÈÍÅÉÍÀß
ÊÎÑÎÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÔÓÍÊÖÈß

ÎÏÐ.Ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) ñî çíà÷åíèÿìè â R îò
n âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîé,
åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó èç àðãóìåíòîâ, ò.å.

f (x1, . . . , xi−1, αxi + βx′i, xi+1, . . . , xn) =

αf (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)+βf (x1, . . . , xi−1, x
′
i, xi+1, . . . , xn)

ÎÏÐ. Ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f (x1, . . . , xn) íàçûâà-
åòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé, åñëè

f (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = −f (x1, . . . , xj, . . . , xi, . . . , xn)

Ëåììà. Åñëè f êîñîñèììåòðè÷íà, òî

f (xσ(1), . . . , xσ(n)) = εσf (x1, . . . , xn)

Ä-ÂÎ. Ðàçëîæèì σ â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé
è ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñî-
ìíîæèòåëåé.
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Åñëè σ = τ - îäíà òðàíñïîçèöèÿ, óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êîñîñèììåòðè÷íîñòè,
ïîñêîëüêó εσ = −1.
Ïóñòü σ = τ1 · · · τk, k > 1, è äëÿ ëþáûõ (k − 1)

ñîìíîæèòåëåé âñå óæå äîêàçàíî. Îáîçíà÷èì

τ1 = (ij), ρ = τ2 · · · τk =

(
1 · · · a · · · b · · · n
k1 · · · i · · · j · · · kn

)
,

Òîãäà

σ = τ1ρ =

(
1 · · · a · · · b · · · n
k1 · · · j · · · i · · · kn

)
, εσ = −ερ

è

f (xσ(1), . . . , xσ(n)) = f (· · · xj · · · xi · · ·) = −f (· · · xi · · · xj · · ·) =

a b a b

= −f (xρ(1), . . . , xρ(n)) = −ερf (x1, . . . , xn) = εσf (x1, . . . , xn)

�
==================================

Òåîðåìà.

(1) detA - ïîëèëèíåéíàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ñòðîê ìàòðèöû A;
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(2) Ïóñòü f = f (A1, . . . , An) - ïîëèëèíåéíàÿ êîñî-
ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò ñòðîêA1, . . . , An äëè-
íû n, ïðè÷åì f (E1, . . . , En) = 1, ãäå E1, . . . , En -
ñòðîêè åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Òîãäà f (A1, . . . , An) =

detA, ãäå A - ìàòðèöà ñî ñòðîêàìè A1, . . . , An.

Ä-ÂÎ.

Óòâåðæäåíèå (1) óæå äîêàçàíî.
Äîêàæåì (2). Ïóñòü A1 = (a11, . . . , a1n), . . . , An =

(an1, . . . , ann).

Ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)

i

òî

Ai =

n∑
j=1

aijEj. Ïîýòîìó

f (A1, . . . , An) = f (
∑
i1

a1i1Ei1, . . . ,
∑
in

aninEin) =

=
∑
i1,...,in

a1i1 · · · aninf (Ei1, . . . , Ein).

Åëè ñðåäè èíäåêñîâ i1, . . . , in åñòü äâà îäèíàêîâûõ,
òî f (Ei1, . . . , Ein) = 0. Ïîýòîìó

f (A1, . . . , An) =
∑

ïî âñåì
ïåðåñòàíîâêàì i1,...,in

a1i1 · · · aninf (Ei1, . . . , Ein)
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=
∑
σ∈Sn

a1σ(1) · · · anσ(n)f (Ei1, . . . , Ein) = (ïî ëåììå) =

=
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1) · · · anσ(n)f (Eσ(1), . . . , Eσ(n)) = |A|.

�
==================================

Èçìåíåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïðè ýåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòðîê

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ (ëèíåéíîñòè è êîñîñèììåòðè÷íîñòè).
Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê I òèïà íå èçìå-
íÿþò îïðåäåëèòåëü. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
II òèïà (óìíîæåíèå ñòðîêè íà λ) ïðèâîäèò ê óìíî-
æåíèþ îïðåäåëèòåëÿ íà λ. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê
îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê.
Ä-ÂÎ. 1)

. . .

Ai + λAj

. . .

. Aj .

. . .

=

.

Ai

.

Aj

.

+ λ

.

Aj

.

Aj

.

=

.

Ai

.

Aj

.

= detA

2) è 3) óæå äîêàçàíû (ëèíåéíîñòü è êîîñîñèììåò-
ðè÷íîñòü)

�
==================================
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Ä-ÂÎ. Ìàòðèöà A = (aij) - âåðõíåòðåóãîëüãíàÿ,
åñëè aij = 0 äëÿ âñå i > j.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Îïðåäåëèòåëü âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàò-
ðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãî-
íàëè,

a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
. . . .

0 0 · · · ann

= a11a22 · · · ann

Ä-ÂÎ.

|A| =
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n).

Åñëè σ = e, òî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî a11 · · · ann (çíàê +).
Åñëè σ 6= e, òî íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ i, ÷òî σ(i) < i

(ò.ê. åñëè σ(i) ≥ i ∀i, òî σ(n) = n, σ(n − 1) =

n− 1, . . . , σ(1) = 1). Ïîýòîìó

a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) = 0

äëÿ âñåõ σ 6= e, è |A| = a11 · · · ann. �
==================================

ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÜ Ñ ÓÃËÎÌ ÍÓËÅÉ
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Ïóñòü C � ìàòðèöà âèäà

C =

(
A T

0 B

)
,

ãäå A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ m×m è
n × n ñîîòâåòñòâåííî, à T - ðàçìåðà m × n (ñàìà C
� ðàçìåðà (m + n)× (m + n)). Òîãäà

ÒÅÎÐÅÌÀ. |C| = |A||B|

Ä-ÂÎ. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïåðâûõ
m ñòðîê I òèïà ïðèâîäèì C ê âèäó

C ′ =

(
A′ T ′

0 B

)
,

ãäå A′ � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Äàëåå, ýëåìåí-
òàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè I òèïà ïîñëåäíèõ n ñòðîê
ïðèâîäèì C ′ ê âèäó

C ′′ =

(
A′ T ′

0 B′

)
,

ãäå B′ � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà |C ′′| =
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|C ′| = |C|. Íî

C ′′ =



a′11 ∗
. . .

a′mm
b′11

. . .
0 b′nn


Ïîýòîìó

|C| = |C ′′| = a′11 · · · a′mm︸ ︷︷ ︸
|A|

b′11 · · · b′nn︸ ︷︷ ︸
|B|

= |A||B|

�
==================================

Îïðåäåëèòåëü è ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñòðîê

ËÅÌÌÀ. Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû M ëèíåéíî çàâè-
ñèìû, òî detM = 0.
Ä-ÂÎ. ÏóñòüM1, . . . ,Mn � ñòðîêè ìàòðèöûM , è,

íàïðèìåð, Mn = α1M1 + · · · + αn−1Mn−1. Òîãäà

|M | =
M1
...

α1M1 + · · · + αn−1Mn−1

=
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= α1

M1
...
M1

+ · · · + αn−1

M1
...

Mn−1

= 0

�
ÒÅÎÐÅÌÀ. detA = 0⇔ ñòðîêè A ëèíåéíî çàâè-

ñèìû.

Ä-ÂÎ. Åñëè ñòðîêèA ëèíåéíî çàâèñèìû, òî detA =

0 (ïî ëåììå).
Ïóñòü òåïåðü ñòðîêè ìàòðèöû A ðàçìåðà n × n

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà rank A = n, è A ýëå-
ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ïðèâîäèòñÿ ê
åäèíè÷íîé ìàòðèöå E. Ïðè êàæäîì òàêîì ïðåîáðà-
çîâàíèè detA ëèáî íå ìåíÿåòñÿ, ëèáî óìíîæàåòñÿ íà
íåíóëåâîé ñêàëÿð. Ïîýòîìó

α|A| = |E| = 1

äëÿ íåêîòîðîãî α 6= 0. Îòñþäà |A| 6= 0. �
==================================

ÎÏÐÅÄÅËÈÒÅËÜ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÌÀÒÐÈÖ

ÒÅÎÐÅÌÀ. |AB| = |A||B|
Ä-ÂÎ. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû n×n. Îáîçíà÷èì

C = A ·B.
Ïóñòü ñíà÷àëà rank A < n. òîãäà rank C ≤ rank A < n.
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Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå |A| = 0, |C| = 0, ïîýòîìó
|AB| = |A||B|.
Ïóñòü òåïåðü rank A = n. Òîãäà |A| 6= 0. Ïî êðèòå-

ðèþ îáðàòèìîñòè ñóùåñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ìàòðè-
öû T1, . . . , Tk, òàêèå ÷òî T1 · · ·TkA = E. Ðàññìîòèì
äðîáü |AB||A| .
Åñëè ñîâåðøèòü îäíî è òî æå ýëåìåíòàðíîå ïðå-

îáðàçîâàíèå ñòðîê ñ A è ñ AB, òî |AB||A| íå ìåíÿåòñÿ,
ò.å. äëÿ ëþáîé ýëåìåíòàðíîé ìàòðèöû T âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâî

|TAB|
|TA|

=
|AB|
|A|

.

Ïîýòîìó

|AB|
|A|

=
|TkAB|
|TkA|

= · · · = |T1 · · ·TkAB|
|T1 · · ·TkA|

=
|B|
|E|

= |B|,

ò.ê. |E| = 1, à T1 · · ·TkA = E. Ñëåäîâàòåëüíî, |AB| =
|A||B|. �

==================================

ÌÈÍÎÐÛ È ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÄÎÏÎËÍÅÍÈß

ÎÏÐ. Ìèíîð ïîðÿäêà k ìàòðèöû

A =

 a11 · · · a1n
. . .

an1 · · · ann


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- ýòî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A âû-
÷åðêèâàíèåì n−k ñòðîê è n−k ñòîëáöîâ. Íàïðèìåð,
Mij � ýòî îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì
i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà.

������������������-

Àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ

Ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

|A| =
∑
σ∈Sn

εσa1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n).

Â êàæäîì ïðîèçâåäåíèè a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) åñòü ýëå-
ìåíò i-é ñòîêè, ïðè÷åì òîëüêî îäèí. Ðàçîáüåì ñëàãà-
åìûå íà n ãðóïï � ñ ñîìíîæèòåëåì ai1, ñ ñîìíîæèòå-
ëåì ai2 è ò.ä. Òîãäà

|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin. (3)

ÎÏÐ. ÂûðàæåíèåAij íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì äî-

ïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Aij = (−1)i+jMij.
Ä-ÂÎ. Ïðåäñòàâèì i-þ ñòðîêó ìàòðèöû A â âèäå

ñóììû n ñòðîê

(ai1, 0, . . . , 0) + (0, ai2, . . . , 0) + · · · + (0, 0, . . . , ain).

Òîãäà â ñèëó ëèíåéíîñòè îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì

|A| = ∆1 + · · · + ∆n, (4)
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ãäå

∆j =

a11 · · · a1j · · · a1n
· · ·

0 · · · aij · · · 0

· · ·
an1 · · · anj · · · ann

.

Ïîìåíÿåì â ýòîì îïðåäåëèòåëå ìåñòàìè i-þ ñòðîêó
ñî âñåìè ñòðîêàìè, ñòîÿùèìè íèæå, à çàòåì ïîìåíÿ-
åì ìåñòàìè j-é ñòîëáåö ñî âñåìè ñòîëáöàìè, ñòîÿùè-
ìè ïðàâåå. Â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè îïðåäåëèòå-
ëÿ ïî ñòðîêàì è ñòîëáöàì ïîëó÷àåì:

∆j = (−1)n−i+n−j∆′j = (−1)i+j∆′j, (5)

ãäå

∆′j =

a11 · · · a1n a1j
· · ·

an1 · · · ann anj
0 · · · 0 aij

à â ëåâîì âåðõíåì óãëó ñòîèò ìàòðèöà ðàçìåðà (n−
1)×(n−1), ïîëó÷åííàÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì i-é ñòðî-
êè è j-ãî ñòîëáöà. Åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí ìèíîðóMij

ìàòðèöû A. Ïî òåîðåìå îá îïðåäåëèòåëå ñ óãëîì íó-
ëåé

∆′j = aijMij.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (4) è (5), ïîëó÷àåì:

|A| = ai1(−1)i+1Mi1 + ai2(−1)i+2Mi2 + · · ·+ ain(−1)i+nMin. (6)

Ñðàâíèâàÿ ìíîæèòåëè ïðè aij â (3) è â (6), ïîëó-
÷àåì:

Aij = (−1)i+jMij.

�

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî i-é
ñòðîêå.

|A| =
n∑
j=1

aijAij =

n∑
j=1

aij(−1)i+jMij.

�
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ. Òàê êàê detA = detAt, òî îïðåäå-

ëèòåëü àíàëîãè÷íî ðàñêëàäûâàåòñÿ è ïî j-ìó ñòîëá-
öó:

|A| =
n∑
i=1

aijAij =

n∑
i=1

aij(−1)i+jMij.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ôàëüøèâîå ðàçëîæåíèå
Ïóñòü k 6= i. Òîãäà

|A| =
n∑
j=1

aijAkj = 0.
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Ä-ÂÎ. Çàìåíèì â ìàòðèöå A ñòðîêó k íà i-þ ñòðî-
êó. Ïîëó÷èì ìàòðèöó A′ ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ñòðî-
êàìè. Ðàñêðîåì detA′ ïî k-é ñòðîêå:

0 = |A′| =
n∑
j=1

a′kjA
′
kj =

n∑
j=1

aijAkj = 0.

�

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. Ôîðìóëà îáðàòíîé ìàòðèöû.

Ïóñòü |A| 6= 0, è B = A−1 = (bij). Òîãäà bij =
Aji

|A| .

Ä-ÂÎ. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó B ñ ýëåìåíòàìè bij =
Aji

|A| è ïîêàæåì, ÷òî AB = E. Âû÷èñëèì (ik)-é ýëå-
ìåíò AB:

(AB)ik =

n∑
j=1

aijbjk =
1

|A|

 n∑
j=1

aijAkj

 =

{
0, k 6= j

1, k = j

�

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíò-
íû (äëÿ ìàòðèöû n× n):
1) A îáðàòèìà,

2) rank A = n,

3) A ïðèâîäèòñÿ ê E ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè ñòðîê,
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4) |A| 6= 0

5) ñòðîêè A ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ä-ÂÎ. 1), 2), 3) ýêâèâàëåíòíû ïî äîêàçàííîìó ðà-
íåå êðèòåðèþ îáðàòèìîñòè, 4) è 5) ýêâèâàëåíòíû ïî
îäíîé èç ïðåäûäóùèõ òåîðåì. Èç 1) ñëåäóåò 4), ò.ê.
åñëè AB = E, òî |A||B| = 1, ñëåäîâàòåëüíî, detA 6=
0. Èç 4) ñëåäóåò 1) ïî Ñëåäñòâèþ 3. �

===============================

ÐÀÍÃ È ÌÈÍÎÐÛ

Ïóñòü A � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m×n.

ÒÅÎÐÅÌÀ. Ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ðàçìåðó íàèáîëü-
øåãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà.

Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

ËÅÌÌÀ. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê (ñòîëá-
öîâ) III òèïà íå ìåíÿþò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð íåíó-
ëåâîãî ìèíîðà.

Ä-ÂÎ.ÏóñòüA′ ïîëó÷åíà èçA ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê
i è t. Åñëè M � ìèíîð ìàòðèöû A, ñòîÿùèé íà ïåðå-
ñå÷åíèè ñòðîê i1, . . . , ik è ñòîëáöîâ j1, . . . , jk, òî âîç-
ìîæíû 3 ñëó÷àÿ.
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1) i, t 6= i1, . . . , ik ⇒ ó A′ åñòü íåíóëåâîé ìèíîðM ′

â ïåðåñå÷åíèè òåõ æå ñòðîê è ñòîëáöîâ, ÷òî è ó A
(M ′ = M).

2) i, t ∈ {i1, . . . ik} ⇒ ìèíîð M ′ ó A′ íà ïåðåñå÷å-
íèè ñòðîê i1, . . . , ik è ñòîëáöîâ j1, . . . , jk ðàâåí ìèíóñ
M , ò.å. M ′ 6= 0.

3) i ∈ {i1, . . . ik}, íàïðèìåð, i = i1, à t 6∈ {i1, . . . ik}.
Òîãäà íóæíî ó A′ âçÿòü ïåðåñå÷åíèå ñòðîê t, i2, . . . , ik
è ñòîëáöîâ j1, . . . , jk. Ïîëó÷èì M ′ = ±M 6= 0 (ò.ê.
ñòðîêè M ′ � ýòî ïåðåñòàâëåííûå ñòðîêè M).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàüíûé ðàçìåð íåíóëåâîãî
ìèíîðà íå óìåíüøàåòñÿ. Íî òàê êàê ýëåìåíòàðíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ III òèïà îáðàòèìû, òî îí íå ìîæåò è
óâåëè÷èòüñÿ. ËÅÌÌÀ ÄÎÊÀÇÀÍÀ.

Ä-ÂÎ ÒÅÎÐÅÌÛ.Ïóñòü k � ìàêñèìàëüíûé ðàç-
ìåð íåíóëåâûõ ìèíîðîâ A. è M 6= 0 ñòîèò íà ïåðå-
ñå÷åíèè ñòðîê i1, . . . , ik è ñòîëáöîâ j1, . . . , jk. Åñëè
ñòðîêè i1, . . . , ik ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû, òî
ëèíåéíî çàâèñèìû è ñòðîêè M . Íî òîãäà M = 0,
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, ó A åñòü k ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ñòðîê è rank A ≥ k.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ðàíã A íå ïðåâîñõîäèò k.
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Äëÿ ýòîãî ïåðåñòàâèì ñòðîêè è ñòîëáöû A òàê, ÷òî-
áû íåíóëåâîé ìèíîð ñòîÿë â ëåâîì âåðõíåì óãëó A.
Òå. ñ÷èòàåì, ÷òî

A =

 a11 · · · a1n
. · · · .

an1 · · · ann

 ,

∆ =

a11 · · · a1k
. · · · .

ak1 · · · akk
6= 0,

à âñå ìèíîðû A ïîðÿäêà > k ðàâíû íóëþ. Ðàññìîò-
ðèì òàêîé ìèíîð, â êîòîðîì j ≥ k + 1, à i � ëþáîå

0 =

a11 · · · a1k a1j
. · · · .

ak1 · · · akk akj
ai1 · · · aik aij

(îí ðàâåí íóëþ, ïîòîìó ÷òî ïðè i ≥ k + 1 ýòî ìè-
íîð ïîðÿäêà k + 1 ìàòðèöû A, à ïðè i ≤ k ó íåãî
äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè). Ðàñêðîåì åãî ïî ïîñëåäíåé
ñòðîêå:

0 = ai1Tj1 + · · · + aikTjk + aij∆.

Ïðè ýòîì Tj1, . . . , Tjk çàâèñÿò îò a11, . . . , a1k, . . . , ak1, . . . , akk,
a1j, . . . , akj, íî íå çàâèñÿò îò ai1, . . . , aik, aij. Ò.ê. ∆ 6=
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0, òî
aij = λj1ai1 + · · · + λjkaik,

ãäå λj1, . . . , λjk íå çàâèñÿò îò i, ò.å.
a1j
.

.

.

amj

 = λj1


a11
.

.

.

am1

 + · · · + λjk


a1k
.

.

.

amk


Ýòî çà÷èò ÷òî âñå ñòîëáöû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðâûå
k ñòîëáöîâ, è rkA ≤ k. �
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