
Системы линейных уравнений 2 × 2

Рассмотрим систему линейных уравнений{
ax+ by = e

cx+ dy = f
(∗)

с коэффициентами a, b, c, d, e, f ∈ R относительно x, y ∈ R. Число ∆ =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ := ad− bc называется

определителем системы (∗). Обозначим также ∆x :=

∣∣∣∣e b
f d

∣∣∣∣ и ∆y :=

∣∣∣∣a e
c f

∣∣∣∣.
Если ∆ 6= 0, то (∗) ⇐⇒ x =

∆x

∆
, y =

∆y

∆
(формулы Крамера).

1. Теорема. Следующие условия на числа a, b, c, d ∈ R равносильны:
(1) система (∗) определена (= имеет единственное решение) при любых e, f ∈ R;
(2) система (∗) определена при e = f = 0;
(3) система (∗) определена при некоторых e, f ∈ R;
(4) система (∗) совместна (= имеет хотя бы одно решение) при любых e, f ∈ R;
(5) векторы (a, b) и (c, d) неколлинеарны;
(6) векторы (a, c) и (b, d) неколлинеарны;
(7) ∆ = ad− bc 6= 0.

2. В случае ∆ = 0 возникают разные подслучаи, которые надо разбирать отдельно.
а) Докажите, что если система (∗) совместна и ∆ = 0, то ∆x = ∆y = 0.
б) Завершите разбор случая ∆ = ∆x = ∆y = 0.

3. Решите следующие системы для всех действительных значений параметров:

а)

{
a(x− y) = ab

2ax+ (a− 1)y = a;
в)

{
x sin 7α + y sin 3α = cosα

x cos 7α + y cos 3α = sinα;
д)

{
x cosα− y sinα = cos(α + β)

x sinα + y cosα = sin(α + β);

б)

{
ax+ by = a

bx+ ay = b;
г)

{
x cos 2β − y sin 5β = sin 3β

x sin 2β + y cos 5β = cos 3β;
е)

{
x cosα + y sinα = cos 2α

x sinα− y cosα = sin 2α.

Решение. а) Расширенная матрица коэффициентов:
(
a −a
2a a− 1

∣∣∣∣ aba
)
. Определители:

∆ =

∣∣∣∣ a −a
2a a− 1

∣∣∣∣ = a(a− 1) + 2a2 = a(3a− 1),

∆x =

∣∣∣∣ab −a
a a− 1

∣∣∣∣ = ab(a− 1) + a2 = a(ab+ a− b),

∆y =

∣∣∣∣ a ab
2a a

∣∣∣∣ = a2 − 2a2b = a2(1− 2b).

1) ∆ 6= 0⇔ a 6= 0, 1
3
: x =

∆x

∆
=
ab+ a− b

3a− 1
, y =

∆y

∆
=
a(1− 2b)

3a− 1
.

2) a = 0: x ∈ R, y = 0.
3) a = 1

3
: ∆x = ∆y = 0 (иначе нет решений) ⇔ b = 1

2
: x− y = 1

2
.

Ответ: (x, y) =
(
ab+a−b

3a−1
, a(1−2b)

3a−1

)
при a 6= 0, 1

3
;

x ∈ R, y = 0 при a = 0;

y = x− 1
2

при (a, b) =
(

1
3
, 1

2

)
;

(x, y) ∈ ∅ при a = 1
3
, b 6= 1

2
.



Метод Гаусса I

Рассмотрим линейную систему AX = B над полем K (можно считать, что K = Q, R):

(∗)


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm

(A|B) =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1

b2
...
bm

 X =


x1

x2
...
xn


Элементарные преобразования строк расширенной матрицы (A|B):
• 1-го типа — прибавление к одной строке другой, умноженной на элемент поля;
• 2-го типа — перестановка двух строк местами;
• 3-го типа — умножение строки на ненулевой элемент поля.

Матрица A имеет ступенчатый вид, если лидер каждой строки (её первый ненулевой элемент),
начиная со второй, стоит строго правее лидера любой строки, стоящей выше. Для ступенчатой
матрицы неизвестные x1, . . . , xn можно разделить на главные — стоящие в столбцах с лидерами
— и свободные — все остальные. Будем писать (A|B)  (A′|B′), если матрица (A|B) приводится
элементарными преобразованиями строк к матрице (A′|B′).

Метод Гаусса исключения неизвестных основан на следующих утверждениях.
1. Если (A|B) (A′|B′), то AX = B ⇔ A′X = B′.
2. Всякая матрица приводится к ступенчатому виду элементарными преобразованиями строк.
3. Пусть (A|B) (A′|B′) и матрица A′ имеет ступенчатый вид. Тогда система AX = B
• совместна ⇔ матрица (A′|B′) не содержит строк вида (0, . . . , 0|b 6= 0);
• определена ⇔ она совместна и все переменные — главные.

Если система AX = B совместна, но не определена, то её решение описывается выражением
главных неизвестных через свободные. Разберём пример:

6x1 + 4x2 + x5 = 4

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −7

9x1 + 6x2 + 6x3 − 3x4 + 4x5 = −1

3x1 + 2x2 + 4x3 − 2x4 + 2x5 = 3


6 4 0 0 1
3 2 −2 1 0
9 6 6 −3 4
3 2 4 −2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
4
−7
−1
3


−(2)− (4)

−(1)− (4)

−(2)

Cправа от матрицы мы указали преобразования строк, которые собираемся совершить (из 1-й
строки вычитаем 2-ю и 4-ю и т. д.). Переставим затем первые две строки и продолжим:

3 2 −2 1 0
0 0 −2 1 −1
0 0 2 −1 1
0 0 6 −3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−7
8
−8
10

→
3 2 −2 1 0

0 0 2 −1 1
0 0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣
−7
−8
34


(вычеркнули 2-ю строку). Теперь можно выразить главные неизвестные x1, x3, x5 через свободные
x2, x4: x5 = −34, x3 = −8+x4−x5

2
= . . . и т. д. Но лучше не сразу возвращаться к буквам, а привести

матрицу к главному ступенчатому виду обратным ходом метода Гаусса.3 2 −2 1 0
0 0 2 −1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−7
26
−34

+(2)

: 2 →

3 2 0 0 0
0 0 1 −1

2
0

0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣
19
13
−34

: 3

Теперь ответ выписывается автоматически: x1 = 19
3
− 2

3
x2, x3 = 13+ 1

2
x4, x5 = −34. Заметим, что это

не единственная форма ответа: можно считать главной неизвестную x2 вместо x1 и x4 вместо x3.
Тогда ответ выглядит так: x2 = 19

2
− 3

2
x1, x4 = 2x3 − 26, x5 = −34.



Линейные отображения плоскости

Отображение A : R2 → R2 линейно def⇐⇒ ∀u, v ∈ R2 ∀k ∈ R A(u+v) = Au+Av, A(kv) = kAv.
Отображение A : R2 → R2, заданное матрицей

(
a b
c d

)
: A
(
x
y

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
:=

(
ax+ by
cx+ dy

)
.

Столбцы матрицы — образы базисных векторов
(

1
0

)
и
(

0
1

)
: A

(
1
0

)
=

(
a
c

)
, A
(

0
1

)
=

(
b
d

)
.

1. а) Всякое отображение, заданное матрицей, линейно.
б) Обратно, всякое линейное отображение задаётся некоторой матрицей.

2. Задайте матрицами: а) центральную гомотетию с коэффициентом k; б) поворот на угол ϕ
вокруг нуля; в) симметрию относительно прямой x sinϕ = y cosϕ; г) ортопроектор на эту прямую.

3. Опишите движения плоскости, сохраняющие точку (0, 0) (частный случай теоремы Шаля).

4. Отображения A и B заданы матрицами A =

(
a11 a12

a21 a22

)
и B =

(
b11 b12

b21 b22

)
. Найдите матрицы

отображений A+B, λA (λ ∈ R) и AB (в последнем случае получится произведение матриц AB).

5. Линейное отображение с матрицей A биективно ⇔ |A| 6= 0. В этом случае

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
— матрица обратного отображения.

6. Вычислите целые степени матриц (отрицательные степени — для обратимых):

а)
(
a 0
0 b

)
; б)

(
1 1
0 1

)
; в)

(
0 1
1 1

)
; г)

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
; д)

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
.

7. Запишите под последними тремя рисунками матрицы соответствующих преобразований
(всюду закрашен образ единичного квадрата — в два цвета с учётом ориентации).

E =

(
1 0
0 1

)
Rπ

6
=

(√
3

2
−1

2
1
2

√
3

2

) (
3
2

0
0 1

)



Метод Гаусса II:
линейные соотношения в арифметическом пространстве

Возьмём произвольные вектор-столбцы высоты m над полем K:

A1 =

a11
...
am1

, . . . , An =

a1n
...

amn

 , B =

 b1
...
bm

 .

1. Выражается ли столбец B через столбцы A1, . . . , An? И если выражается, то как? Имеем:

B ∈ 〈A1, . . . , An〉 ⇐⇒ ∃

k1
...
kn

 ∈ Kn

 k1a11 + . . .+ kna1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
k1am1 + . . .+ knamn

 =

 b1
...
bm


и придём к условию совместности линейной системы AX = B с матрицей A = (aij). Любое её
решение есть искомый набор коэффициентов.

2. Линейная независимость столбцов A1, . . . , An означает, что равенство

k1A1 + . . .+ knAn = 0 ⇐⇒


a11k1 + . . .+ a1nkn = 0

. . .

am1k1 + . . .+ amnkn = 0

⇐⇒ A

k1
...
kn

 =

0
...
0


выполнено только при k1 = . . . = kn = 0, т. е. что однородная система с матрицей A определена.

Любой вопрос о линейных соотношениях между столбцами данной матрицы (о линейной за-
висимости, выражаемости и т. п.) можно адресовать к столбцам с теми же номерами в (главном)
ступенчатом виде этой матрицы — ответы будут такими же, поскольку

при элементарных преобразованиях строк матрицы
линейные соотношения между её столбцами не меняются.

1. Столбцы ступенчатой матрицы с лидерами строк образуют базу системы столбцов матрицы.

2. Теорема. Следующие условия на матрицу A ∈ Mn(K) равносильны:
(1) система AX = B определена при любом B ∈ Kn;
(2) система AX = B определена при B = 0;
(3) система AX = B определена при некотором B ∈ Kn;
(4) система AX = B совместна при любом B ∈ Kn.

3. Каковы логические связи между условиями предыдущей теоремы для матрицыA ∈ Mn×m(K)
при а) m > n; б) m < n?

4. а) Во всякой линейно независимой системе векторов из Kn не более n векторов.
б) Во всякой системе порождающих из Kn не менее n векторов.
в) Система из n векторов порождает пространство Kn ⇔ она линейно независима.

5. Основная лемма о линейной зависимости гласит:

конечная система векторов, которая выражается через
систему с меньшим числом векторов, линейно зависима.



Метод Гаусса III:
фундаментальная система решений линейной системы

Множество решений линейной системы AX = 0, где A ∈ Mm×n(K), X ∈ Mn×1(K) ∼= Kn (K —
поле), образует подпространство в пространстве столбцовKn. Любой базис этого подпространства
называется фундаментальной системой решений (ФСР) системы AX = 0.

1. Как найти ФСР. Приведём матрицу A к главному ступенчатому виду. Пусть для простоты
x1, . . . , xr — главные неизвестные. Возьмём в качестве наборов значений свободных неизвестных
xr+1, . . . , xn столбцы единичной матрицы (можно взять любые базисные векторы в Kn−r) и до-
полним каждый из них однозначно определяемыми значениями главных неизвестных. Ясно, что
полученные n− r столбцов высоты n образуют ФСР нашей системы.

Пример. Найдём общее решение и ФСР системы


x1 + x2 − 2x3 + 2x4 = 0

3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0

4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0

3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0.

Преобразуем матрицу системы к главному ступенчатому виду:
1 1 −2 2
3 5 6 −4
4 5 −2 3
3 8 24 −19

→


1 1 −2 2
0 2 12 −10
0 1 6 −5
0 3 18 −15

→(1 0 −8 7
0 1 6 −5

)
Общее решение:

{
x1 = 8x3 − 7x4

x2 = 5x4 − 6x3.

При (x3, x4) = (1, 0) получим (x1, x2) = (8,−6), а при (x3, x4) = (0, 1) получим (x1, x2) = (−7, 5).

Ответ. Общее решение: x1 = 8x3 − 7x4, x2 = 5x4 − 6x3; ФСР: (8,−6, 1, 0), (−7, 5, 0, 1).

2. Как составить систему линейных уравнений с заданной ФСР, или как задать подпро-
странство линейной системой. Пусть требуется составить однородную систему уравнений, про-
странство решений которой есть линейная оболочка 〈X1, . . . , Xk〉 ⊆ Kn заданных строк

X1 = (x11, . . . , x1n), . . . , Xk = (xk1, . . . , xkn).

В искомую систему может войти уравнение p1x1 + p2x2 + . . . + pnxn = 0 в точности тогда, когда
ему удовлетворяют координаты всех строк X1, . . . , Xk, то есть когда

x11p1 + x12p2 + . . .+ x1npn = 0

. . .

xk1p1 + xk2p2 + . . .+ xknpn = 0

⇐⇒ (xij)ij

p1
...
pn

 =

0
...
0

 .

Значит, достаточно найти ФСР линейной системы с матрицей (xij)ij и каждое решение из найден-
ной ФСР записать как набор коэффициентов уравнения.

Пример. Зададим подпространство 〈(1,−1, 1, 0), (1, 1, 0, 1), (2, 0, 1, 1)〉 ⊆ Q4 как пространство
решений системы линейных уравнений:1 −1 1 0

1 1 0 1
2 0 1 1

→
1 −1 1 0

0 2 −1 1
0 2 −1 1

→ (
2 0 1 1
0 2 −1 1

)
ФСР: (−1, 1, 2, 0), (−1,−1, 0, 2).

Ответ:

{
x1 − x2 − 2x3 = 0

x1 + x2 − 2x4 = 0

(
⇔
{
x1 − x3 − x4 = 0

x2 + x3 − x4 = 0
для ФСР: (1, 0,−1,−1), (0, 1, 1,−1)

)
.



Пересечение и сумма подпространств. Согласованные базисы

Пусть V — конечномерное пространство над некоторым полемK (можно считать, что V = Kn).
Для любых подпространств U,W ⊆ V их сумма U+W := {u+w | u ∈ U, w ∈ W} и пересечение

U ∩W являются, как легко понять, подпространствами в V .

1. Теорема-определение. Следующие условия на подпространства U,W ⊆ V равносильны:
(1) ∀v ∈ U +W ∃!u ∈ U ∃!w ∈ W v = u+ w;
(2) U ∩W = {0};
(3) для любых линейно независимых систем (u1, . . . , uk) в U и (w1, . . . , wl) в W система

(u1, . . . , uk, w1, . . . , wl) линейно независима;
(4) для любых базисов (u1, . . . , uk) в U и (w1, . . . , wl) в W система (u1, . . . , uk, w1, . . . , wl) явля-

ется базисом в U +W ;
(5) dim(U +W ) = dimU + dimW .
При выполнении этих условий сумма U +W называется прямой и обозначается U ⊕W .

2. В общем случае для подпространств U,W ⊆ V верна формула включений и исключений:

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

U ∩W

W

U

z1

w1

w′
1

u1

u′
1

U +W = 〈u1, z1, w1〉 =
= 〈u′

1, z1, w
′
1〉 = . . .

Она доказывается построением в U + W базиса, согла-
сованного с U и W , т. е. базиса вида

︷ ︸︸ ︷базис в U

u1, . . . , up,

базис в W︷ ︸︸ ︷
z1, . . . , zk,︸ ︷︷ ︸
базис в U∩W

w1, . . . , wq.

3. Обобщите понятие прямой суммы на любое число подпространств.

4. Верна ли формула включений и исключений для трёх подпространств (аналогичная теоретико-
множественной формуле для |A ∪B ∪ C|)?

Пример. Найдём согласованный базис суммы линейных оболочек 〈a1, a2, a3〉 и 〈b1, b2, b3〉 в Q3, где
a1 = (1, 2, 1), a2 = (1, 1,−1), a3 = (1, 3, 3), b1 = (1, 2, 2), b2 = (2, 3,−1), b3 = (1, 1,−3).

1. Сначала зададим данные линейные оболочки системами линейных уравнений:
a1 :
a2 :
a3 :

1 2 1
1 1 −1
1 3 3

→
1 2 1

0 −1 −2
0 1 2

→
(

1 0 −3
0 1 2

)
p1 = 3p3

p2 = −2p3

ФСР: (3,−2, 1)

3x1 − 2x2 + x3 = 0 (a)

b1 :
b2 :
b3 :

1 2 2
2 3 −1
1 1 −3

→
1 2 2

0 −1 −5
0 −1 −5

→
(

1 0 −8
0 1 5

)
p1 = 8p3

p2 = −5p3

ФСР: (8,−5, 1)

8x1 − 5x2 + x3 = 0 (b)

2. Базис в 〈a1, a2, a3〉 ∩ 〈b1, b2, b3〉 — это ФСР системы {(а) и (b)}, т. е. системы с матрицей(
3 −2 1
8 −5 1

)
→
(

3 −2 1
5 −3 0

)
3(1)−2(2)→

(
−1 0 3
5 −3 0

)
ФСР: c := (3, 5, 1).

3. Дополним вектор c до базисов обеих линейных оболочек, для чего запишем все семь векторов по
столбцам матрицы (c | a1 a2 a3 | b1 b2 b3) и будем одновременно приводить матрицы (c | a1 a2 a3) и
(c | b1 b2 b3) к ступенчатому виду:3

5
1

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 1 3
1 −1 3

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 3 1
2 −1 −3

→
1

0
0

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
−3 6 −12
−2 4 −8

∣∣∣∣∣∣
2 −1 −3
−8 8 16
−5 5 10

→ (
1
0

∣∣∣∣ 1 −1 3
1 −2 4

∣∣∣∣ 2 −1 −3
1 −1 −2

)
(мы убрали 3-ю строку и разделили элементы 2-й строки на 2,3,4 местах на −3, а элементы на 5,6,7 местах
на −8. Это законно, поскольку мы отдельно работаем с матрицами (c | a1 a2 a3) и (c | b1 b2 b3).)

Теперь ясно, что dim〈a1, a2, a3〉 = dim〈b1, b2, b3〉 = 2 и, поскольку c 6‖ ai, bi при любом i = 1, 2, 3, то
〈a1, a2, a3〉 = 〈c, ai〉 = 〈c, bi〉 при любом i = 1, 2, 3.

Ответ: например, c, a1, b1, где c = (3, 5, 1) (верен любой ответ вида c, ai, bj , где i, j ∈ {1, 2, 3}).



Кольцо вычетов

Для a ∈ Z и n ∈ N обозначим [a]n = a + nZ — класс вычетов числа a по модулю n. Ясно, что
[a]n = [b]n ⇔ a ≡ b (mod n)⇔ n | a− b. (Иногда вместо [a]n пишут a или просто a.) Множество

Zn = {[0]n, [1]n, [2]n, . . . , [n− 1]n}

с операциями [a]n + [b]n = [a+ b]n и [a]n[b]n = [ab]n называется кольцом вычетов по модулю n.

1. Сложение и умножение в Zn определены корректно, т. е. если [a]n = [a′]n и [b]n = [b′]n, то
[a+ b]n = [a′ + b′]n и [ab]n = [a′b′]n.
• Ненулевые вычеты [a]n и [b]n, для которых [a]n[b]n = [0]n, называются делителями нуля.
• Вычеты [a]n и [b]n, для которых [a]n[b]n = [1]n, называются (взаимно) обратными.

2. Найдите обратные вычеты или докажите, что их не существует:
а) к 5 в Z64; б) к 700 в Z1001; в) к n− 1 в Zn; г) к 17 в Z56; д) к 25 в Z113.

3. Теорема. Для всех натуральных n > 2 и всех целых a имеем:

[a]n обратим в Zn ⇐⇒ [a]n — неделитель нуля в Zn ⇐⇒ (a, n) = 1.

4. Решите систему

{
5x+ 3y = 1

7x+ 9y = −1
в кольцах а) Z2; б) Z3; в) Z5; г) Z6; д) Z8.

5. Найдите критерий определённости системы

{
ax+ by = e

cx+ dy = f
при любых e, f ∈ Zn.

6. Решите уравнения (1) x2 = x и (2) x2 − 4x+ 1 = 0 в кольцах из задачи 4.

Поле вычетов по простому модулю

7. Следствие из теоремы 3. Для всех n ∈ N справедливы равносильности:

Zn — поле ⇐⇒ в Zn нет делителей нуля ⇐⇒ n — простое число.

Далее p — простое число, Z∗p := Zp \ {0} — множество ненулевых вычетов поля Zp.
8. Докажите, что все вычеты из Z∗p, кроме ±1, разбиваются на пары взаимно обратных.

9. Теорема Вильсона. Для всех натуральных n > 2: (n− 1)! ≡ −1 (mod n)⇔ n — простое.

10. Докажите тождества в Zp: а) (a+ b)p = ap + bp; б) ap − a =
∏

k∈Zp
(a− k).

11. Малая теорема Ферма. ap ≡ a (mod p) или p - a⇒ ap−1 ≡ 1 (mod p).

12. Пусть столбцы

A1 = (a11, . . . , am1)t, . . . , An = (a1n, . . . , amn)t ∈ Zm

линейно зависимы над Q. Докажите, что столбцы A1, . . . , An ∈ Zmp , полученные из них редукцией
по модулю p (заменяем aij ∈ Z на [aij]p ∈ Zp), линейно зависимы над Zp,

13. Следствие. Ранг целочисленной матрицы над Q при редукции по простому модулю может
разве лишь уменьшиться: ∀A ∈ Mm×n(Z) rkZp A 6 rkQA.



Ранг матрицы

1. Предложение-определение. Ранг системы столбцов любой матрицы A над полем равен
рангу системы её строк, называется рангом матрицы A и обозначается rkA.
CОба ранга не меняются при элементарных преобразованиях строк (почему?), а в ступенчатых

матрицах — равны числу ненулевых строк (почему?). B
Геометрически ранг матрицы A — это размерность образа линейного отображения с матрицей

A, т. е. отображения A : Kn → Km, X 7→ AX, где A ∈ Mm×n(K); rkA = dim ImA.
2. Докажите, что столбцы и строки квадратной матрицы одновременно а) линейно зависимы;

б) пропорциональны.

3. Докажите: а) rk

(
A 0
0 B

)
= rkA+ rkB для любых матриц A и B;

б) rk(A|B) 6 rkA+ rkB для матриц A и B с одинаковым числом строк;
в) rk(A+B) 6 rkA+ rkB для матриц A и B одного размера;

г) rk


a ∗ · · · ∗
0
...
0

A

 = rk


a 0 · · · 0
∗
...
∗
A

 =

{
rkA при a = 0

rkA+ 1 при a 6= 0.

4. Как может измениться ранг матрицы, если ко всем её элементам прибавить единицу?

5. Докажите, что матрицы ранга 6 1 — это в точности матрицы вида (aibj)ij.

6. Докажите, что ранг матрицы не меняется при расширении поля, например, rkQA = rkRA
для любой матрицы A ∈ Mm×n(Q).

7. Вычислите ранги матриц из Mn(R): а)


a1 a2 a3 . . . an
0 a1 a2 . . . an−1

0 0 a1 . . . an−2
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . a1

 б)


0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
...

...
... . . . ...

1 1 1 . . . 0

.

Пример. Найдём ранг матрицы A =


1 1 2 3
1 2− λ2 2 3
2 3 1 5
2 3 1 9− λ2

 в зависимости от λ ∈ R.

Вычтем из 2-й строки 1-ю, из 3-й — две 1-х, а из 4-й — 3-ю: A′ =


1 1 2 3
0 1− λ2 0 0
0 1 −3 −1
0 0 0 4− λ2

,

rkA = rkA′. Теперь дважды применим 3г):

rkA′ = rk

1− λ2 0 0
1 −3 −1
0 0 4− λ2

 =

{
rkB + 1 при λ 6= ±1

rkB при λ = ±1,

где B =

(
−3 −1
0 4− λ2

)
и rkB =

{
2 при λ 6= ±2

1 при λ = ±2.

Ответ: 3 при λ = ±1,±2, иначе — 4.



Умножение матриц

Пусть K — поле. Рассмотрим линейные отображения A : K3 → K2 и B : K2 → K4 с матрицами
A = (ajk) ∈ M2×3(K) и B = (bij) ∈ M4×2(K) соответственно:

A :

x1

x2

x3

 7→ (
a11 a12 a13

a21 a22 a23

)x1

x2

x3

 =

(
a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

)
и B :

(
y1

y2

)
7→


b11y1 + b12y2

b21y1 + b22y2

b31y1 + b32y2

b41y1 + b42y2

 .

Тогда их композиция BA : K3 → K4 имеет видx1

x2

x3

 7→

b11(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b12(a21x1 + a22x2 + a23x3)
b21(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b22(a21x1 + a22x2 + a23x3)
b31(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b32(a21x1 + a22x2 + a23x3)
b41(a11x1 + a12x2 + a13x3) + b42(a21x1 + a22x2 + a23x3)

 =

=


b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22 b11a13 + b12a23

b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22 b21a13 + b22a23

b31a11 + b32a21 b31a12 + b32a22 b31a13 + b32a23

b41a11 + b42a21 b41a12 + b42a22 b41a13 + b42a23


x1

x2

x3

 =: C

x1

x2

x3

 .

Полученная матрица C = (cik) ∈ M4×3(K), где cik = bi1a1k + bi2a2k (i = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, 3),
является матрицей композиции BA : K3 → K4 и называется произведением BA матриц B и A:


b11 b12

b21 b22

b31 b32

b41 b42

(a11 a12 a13

a21 a22 a23

)
=


b11a11 + b12a21 b11a12 + b12a22 b11a13 + b12a23

b21a11 + b22a21 b21a12 + b22a22 b21a13 + b22a23

b31a11 + b32a21 b31a12 + b32a22 b31a13 + b32a23

b41a11 + b42a21 b41a12 + b42a22 b41a13 + b42a23

 (∗)

Теоретические задачи

1. Строки матрицы BA являются линейными комбинациями строк матрицы A, а столбцы
матрицы BA являются линейными комбинациями столбцов матрицы B.
C Для матрицы X ∈ Mm×n(K) обозначим через X1, . . . , Xm её строки, а через X̂1, . . . , X̂n — её

столбцы. Тогда X =

X1

. . .
Xm

 =
(
X̂1 . . . X̂n

)
. Распишем (∗) по строкам и по столбцам:

Ci = bi1A1 + bi2A2 при i = 1, 2, 3, 4; Ĉk = B̂1a1k + B̂2a2k при k = 1, 2, 3. B

2. Следствие. rkBA 6 rkA, rkB для любых матриц согласованных размеров.

3. Если строки матрицы B (столбцы матрицы A) удовлетворяют какому-то линейному соотно-
шению, то тому же соотношению удовлетворяют строки (столбцы) с теми же номерами матрицы
BA. В частности, если i-я строка матрицы B нулевая, то i-я строка матрицы BA тоже нулевая.

4. (AB)t = BtAt для любых матриц согласованных размеров.

5. Если матрицы A,B ∈ Mn(K) коммутируют, т. е. AB = BA, то справедливы формулы:

(A+B)n =
n∑
k=0

Ck
nA

kBn−k, An −Bn = (A−B)
n−1∑
k=0

AkBn−1−k.

6. Произведение верхнетреугольных матриц — верхнетреугольная матрица, аналогично — для
нижнетреугольных.



Упражнения

7. Умножьте матрицу
(
a b c
d e f

)
c подходящей стороны:

а) на матричные единицы
(

1 0
0 0

)
,
(

0 0
1 0

)
,
(

0 0
0 1

)
,

0 0 1
0 0 0
0 0 0

,

0 0 0
0 0 0
0 1 0

;

б) на диагональные матрицы
(
d1 0
0 d2

)
,

d1 0 0
0 d2 0
0 0 d3

 и, в частности, на скалярные матрицы;

в) на матрицы элементарных преобразований:(
1 λ
0 1

)
,

1 0 0
0 1 0
λ 0 1

 (I тип),
(

0 1
1 0

)
,

1 0 0
0 0 1
0 1 0

 (II тип),
(
λ 0
0 1

)
,

1 0 0
0 λ 0
0 0 1

 (III тип);

г) на матрицы перестановок
(

1 0
0 1

)
,
(

0 1
1 0

)
,

0 1 0
0 0 1
1 0 0

,

0 0 1
0 1 0
1 0 0

.

8. Убедитесь в правиле умножения матричных единиц (согласованных размеров):

eijekl = δjkeil =

{
eil при j = k,

0 при j 6= k,
где δjk =

{
1 при j = k,

0 при j 6= k
— символ Кронекера.

9. Познакомьтесь с матричной записью квадратичных и билинейных форм, вычислив

а) (x y)

(
a b
c d

)(
x
y

)
; б) (x1 . . . xn)

a11 . . . a1n
... . . . ...
an1 . . . ann


y1

...
yn

.

10. Обобщите вычисления задачи 7 на случай матриц любых размеров.
а) Пусть eij — квадратная матричная единица. Как из матрицы A получается матрица eijA?
б) Выпишите матрицы, отвечающие за элементарные преобразования строк, а именно, такие

матрицы Uij(λ), Pij, Ci(λ) ∈ Mm(K), что для любой матрицы A ∈ Mm×n(K):

• матрица Uij(λ)A получается из A прибавлением к i-й строке j-й, умноженной на λ;

• матрица PijA получается из A перестановкой i-й и j-й строк;

• матрица Ci(λ)A получается из A умножением i-й строки на λ.

11. Вычислите степени матриц: а)


0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0

; б)


λ 1 0 0 0
0 λ 1 0 0
0 0 λ 1 0
0 0 0 λ 1
0 0 0 0 λ

.

12. Перемножьте треугольные ленточные матрицы:


a0 a1 a2 · · ·
0 a0 a1

. . .

0 0 a0
. . .

...
...

... . . .



b0 b1 b2 · · ·
0 b0 b1

. . .

0 0 b0
. . .

...
...

... . . .

.

13. Вычислите f(A): а) A =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

, f(x) = x3 − 3x2 + 3x + 2; б) A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

,

f(x) = x3 − 3x+ 2.

14. Опишите матрицы из Mn(K), коммутирующие а) с e22; б) с e23; в) со всеми eij, а тогда —
со всеми матрицами из Mn(K).



Обратная матрица

Матрицы A,B ∈ Mn(K) над полем K, для которых AB = E = BA, называются (взаимно)
обратными, обозначение: B = A−1. Обратная матрица задаёт обратное линейное отображение.

Изоморфизм колец: Mn(K) ∼= L(Kn), Mn(K) 3 A↔ (A : X 7→ AX)

— биекция, «уважающая» операции: A↔ A, B ↔ B ⇒ A+B ↔ A+B, AB ↔ AB; 0↔ O, E ↔ E .

∀A,B ∈ Mn(K) : AB = E =⇒ BA = E.

C Пусть AB = E для A,B ∈ L(Kn) и e1, . . . , en — любой базис в Kn. Так как B — инъекция, то векторы
Be1, . . .Ben линейно независимы, а значит, образуют базис (их n штук). Для этих базисных векторов верно
равенство BAx = x. Значит, оно верно для всех x ∈ Kn, т. е. BA = E . B

Алгоритм обращения матрицы. Матричное уравнение AX = E, где A,X,E ∈ Mn(K) равно-
сильно системе из n систем линейных уравнений AX̂i = Êi (i = 1, . . . , n) на столбцы матрицы X.
Будем решать их одновременно — приведём матрицу (A|E) к главному ступенчатому виду. Если
rkA = n, то получим (E|A−1), иначе A необратима. Разберём пример:

1 a 0 0
0 1 a 0
0 0 1 a
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3)−a(4)−→


1 a 0 0
0 1 a 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −a
0 0 0 1

 (2)−a(3)−→


1 a 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 −a a2

0 0 1 −a
0 0 0 1

→
(1)−a(2)−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −a a2 −a3

0 1 −a a2

0 0 1 −a
0 0 0 1

⇒


1 a 0 0
0 1 a 0
0 0 1 a
0 0 0 1


−1

=


1 −a a2 −a3

0 1 −a a2

0 0 1 −a
0 0 0 1

 (см. также задачу 5).

Алгоритм обобщается на матричные уравнения AX = B, где A ∈ Mn(K), B,X ∈ Mn×m(K).

Пример. Решим матричное уравнение

1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

X =

 1 −3 0 1
10 2 7 1
10 7 8 1

.1 2 −3 1 −3 0 1
3 2 −4 10 2 7 1
2 −1 0 10 7 8 1

→
1 2 −3 1 −3 0 1

0 1 −1 −1 −2 −1 −1
0 −5 6 8 13 8 −1

→
→

1 0 −1 3 1 2 3
0 1 −1 −1 −2 −1 −1
0 0 1 3 3 3 −6

→
1 0 0 6 4 5 −3

0 1 0 2 1 2 −7
0 0 1 3 3 3 −6

. Ответ: X =

6 4 5 −3
2 1 2 −7
3 3 3 −6

.

1. Пусть AB = E для A ∈ Mm×n(K), B ∈ Mn×m(K). Обязательно ли BA = E?
Ненулевой элемент a кольца R называется левым (правым) делителем нуля, если ab = 0

(ba = 0) для некоторого 0 6= b ∈ R.
2. Теорема. Для матрицы A ∈ Mn(K) имеем: A обратима ⇔ A обратима слева ⇔ A обра-

тима справа ⇔ A не левый делитель нуля ⇔ A не правый делитель нуля ⇔ rkA = n.
Такие матрицы называются невырожденными. Они образуют группу, обозначаемую GLn(K).

3. Для A,B ∈ GLn(K): а) (AB)−1 = B−1A−1 (правило рубашки и пиджака); б) (At)−1 = (A−1)t.
Ненулевой элемент a кольца R называется нильпотентным, если an = 0 для некоторого n ∈ N.
4. Для верхнетреугольной матрицы A ∈ Mn(K) имеем:
а) A нильпотентна ⇔ все диагональные элементы у A нулевые ⇔ An = 0;
б) A обратима⇔ элементы на диагонали в A ненулевые, и тогда A−1 тоже верхнетреугольная.

5. Если A нильпотентна, то E − A обратима.
6∗. Пусть матрица A ∈ Mn(K) нильпотентна. Докажите, что An = 0.



Перестановки

1. Вычислите: а) (1234)(7458); б) (123)(234); в)
(
(372)−1(1254)2(56)

)26.

2. Вставьте вместо ∗ по цифре: а) (52413) = (1∗)(1∗)(1∗)(1∗); б) (123) = (4∗)(4∗)(4∗)(4∗).
3. Докажите, что всякий цикл длины 10 а) является кубом некоторой перестановки и

б) не является квадратом никакой перестановки.

4. Верно ли, что всякая чётная перестановка является квадратом некоторой перестановки?

5. Пусть σ — цикл длины m. Определите цикловое строение перестановки σd в каждом из
случаев: а) d | m; б) (d,m) = 1; в) d,m любые.

6. Пусть σ ∈ Sm, τ ∈ Sn. Выразите через sgnσ и sgn τ знаки перестановок:

а) ξ =

(
1 . . . m m+ 1 . . . m+ n
σ1 . . . σm m+ τ1 . . . m+ τn

)
; б) χ =

(
1 . . . m m+ 1 . . . m+ n

n+ σ1 . . . n+ σm τ1 . . . τn

)
.

7. Выразите через sgn τ знаки перестановок ρ и ζ из Sn:
а) ρ(i) = n+ 1− τ(i); б) ζ(i) = n+ 1− τ(n+ 1− i), i = 1, . . . , n.

8. Сколько существует перестановок с цикловым типом [1k12k2 . . .mkm ] (ki циклов длины i)?

9. Решите уравнения: а) σ2 = (345) в S5; б) σ3 = (12)(34)(56) в S6; в) (123)σ3 = σ(12) в S3;
г) σ(12)(34)σ−1 = (134) в S4; д) σ(12) = (12)σ в S5.

10. На отделение математики мехмата МГУ поступили триста человек. Сколькими способа-
ми их можно поровну распределить по двенадцати группам, если два распределения считаются
одинаковыми, когда у каждого студента в обоих распределениях одни и те же одногруппники?

11. Докажите, что для любых перестановок σ, τ ∈ Sn перестановки στ и τσ имеют
а) одинаковый порядок и, более того, б)∗ одинаковое цикловое строение.



Геометрия определителя 3× 3
Обозначим через u ∧ v ∧ w ориентированный объём параллелепипеда, натянутого на векторы

u, v, w ∈ R3, — он также называется тривектором или внешним произведением векторов u, v, w.
Несложное упражнение по геометрии:

тривектор полилинеен и кососимметричен. (∗)

Пусть e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) и e3 = (0, 0, 1) — стандартный базис в R3. Распишем по нему
векторы u = (a11, a21, a31), v = (a12, a22, a32), w = (a13, a23, a33). Используя (∗), получим:

u ∧ v ∧ w = (a11e1 + a21e2 + a31e3) ∧ (a12e1 + a22e2 + a32e3) ∧ (a13e1 + a23e2 + a33e3) =

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a31a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32︸ ︷︷ ︸
∑
σ∈S3

sgnσ a1σ(1)a2σ(2)a3σ(3)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣=|A|
) e1 ∧ e2 ∧ e3︸ ︷︷ ︸

1

= |A|.

1. Запишите уравнение плоскости, натянутой на неколлинеарные векторы (x1, y1, z1) и (x2, y2, z2).

2. Найдите объём тетраэдра с вершинами (0, 0, 0), (a1i, a2i, a3i), i = 1, 2, 3.

3. Докажите, что для всех x1, . . . , z3 ∈ R верно неравенство∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
2

6 (x2
1 + x2

2 + x2
3)(y2

1 + y2
2 + y2

3)(z2
1 + z2

2 + z2
3),

и найдите критерий его обращения в равенство.

Вычисление определителей

4. а) Вычислите

∣∣∣∣∣∣∣
0 . . . d1
... ... ...
dn . . . ∗

∣∣∣∣∣∣∣. б) Выразите
∣∣∣∣ 0 A
B C

∣∣∣∣ через |A| и |B|, где A ∈ Mm(K), B ∈ Mn(K).

5. Пусть A ∈ Mm×n(K), B ∈ Mn×m(K) и m > n. Докажите, что |AB| = 0.

6. Как связаны |A| и |A | для матрицы A порядка n?

7. Для матриц A = (aij) ∈ Mm(K) и B ∈ Mn(K) определим матрицу

A⊗B :=

a11B . . . a1mB
... . . . ...

am1B . . . ammB

 ∈ Mmn(K).

Выразите |A⊗B| через |A| и |B|.
8∗. Для A,B,C,D ∈ Mn(K) докажите:

а)
∣∣∣∣A B
C D

∣∣∣∣ =

{
|AD −BD−1CD|, если |D| 6= 0,

|AD − ACA−1B|, если |A| 6= 0
(формулы Шура);

б)
∣∣∣∣A B
C D

∣∣∣∣ =

{
|AD −BC|, если CD = DC,

|AD − CB|, если AC = CA.



Основные методы вычисления определителей

1. Приведение к треугольному виду.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x2 . . . xn−1

xn−1 1 x . . . xn−2

xn−2 xn−1 1 . . . xn−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x x2 x3 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Вычитаем из каждой строчки, кроме последней, следующую, умноженную на x. Определитель
при этом не меняется, а матрица становится нижнетреугольной с диагональными элементами
1− xn, . . . , 1− xn︸ ︷︷ ︸

n−1

, 1.

Ответ: (1− xn)n−1.

2. Приведение к блочно-треугольному виду.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 . . . 0 b
0 a . . . b 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 b . . . a 0
b 0 . . . 0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
2n

.

Переставив строки и столбцы, получим блочно-диагональную матрицу с блоками
(
a b
b a

)
: сна-

чала переставим строки и столбцы по циклу (2 3 . . . 2n−1 2n) (определитель не изменится), в новом
определителе — по циклу (4 5 . . . 2n− 1 2n) и т. д.

Ответ: (a2 − b2)n.

3. Использование полилинейности.

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a1 + b1 a1 + b2 . . . a1 + bn
a2 + b1 1 + a2 + b2 . . . a2 + bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an + b1 an + b2 . . . 1 + an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Матрица имеет вид C+E, где C = (ai+bj)ij. Заметим, что при n > 3 любые три строки матрицы

C линейно зависимы: если вычесть одну строку из двух других, получатся пропорциональные
строки. Поэтому любой определитель, три строки которого взяты из C, равен нулю. Представим
наш определитель в виде суммы определителей 2n матриц, i-я строка каждой из которых есть i-я
строка либо матрицы C, либо матрицы E. Ненулевыми слагаемыми будут только те, у которых
не более двух строк взяты из C:

1) все строки из E: |E| = 1;

2) только i-я строка из C:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai + b1 ai + b2 . . . ai + bn−1 ai + bn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai + bi;

3) i-я и j-я строки из C:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . ai + bi . . . ai + bj . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . aj + bi . . . aj + bj . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ai + bi ai + bj
aj + bi aj + bj

∣∣∣∣ =

= aibj + ajbi − aibi − ajbj = (ai − aj)(bj − bi).
Ответ: 1 +

∑
i(ai + bi) +

∑
i<j(ai − aj)(bi − bj).



4. Разложение по строке (столбцу).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0 a0

−1 x 0 . . . 0 a1

0 −1 x . . . 0 a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . x an−1

0 0 0 . . . −1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

При малых n имеем:
∣∣∣∣ x a0

−1 a1

∣∣∣∣ = a1x+ a0,

∣∣∣∣∣∣
x 0 a0

−1 x a1

0 −1 a2

∣∣∣∣∣∣ = a2x
2 + a1x+ a0.

В общем случае, раскладывая определитель (порядка n+ 1) по первой строке, получим

(−1)(n+1)+1a0 · (−1)n + x∆ = a0 + x∆,

где ∆ — определитель того же вида с последним столбцом a1, . . . , an. Поэтому окончательно по-
лучаем

a0 + x
(
a1 + x(a2 + x(. . . x(an−1 + xan)))

)
= a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n.

(Такое вычисление значения многочлена в точке x называется схемой Горнера.)

5. Составление рекуррентного соотношения.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 0 . . . 0 0
1 3 2 0 . . . 0 0
0 1 3 2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 3 2
0 0 0 0 . . . 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Разложив данный определитель ∆n по первой строке, получим: ∆n = 3∆n−1 − 2∆n−2.
Характеристический многочлен этого рекуррентного соотношения: t2 − 3t+ 2 = (t− 1)(t− 2),

значит, ∆n = C1 + C22n для некоторых C1, C2 ∈ R, которые находятся из равенств ∆1 = 3, ∆2 =
7
(
⇒ ∆0 = 3∆1−∆2

2
= 1
)
: {

1 = ∆0 = C1 + C2

3 = ∆1 = C1 + 2C2

⇔
{
C2 = 2

C1 = −1.

Ответ: 2n+1 − 1.

6. Рассмотрение определителя как многочлена. Определитель Вандермонда1:

V (x1, . . . , xn) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
i>j

(xi − xj).

Поскольку V = V (x1, . . . , xn) = 0 при xi = xj, то многочлен δ :=
∏

i>j(xi−xj) делит V . Остаётся
заметить, что deg V = deg δ = n(n−1)

2
и что коэффициенты при x2x

2
3 . . . x

n−1
n у многочленов V и δ

равны. Отсюда следует, что V = δ.

1Александр Теофил Вандермонд (1735–1796) — французский математик и музыкант. В его честь также названа
комбинаторная формула свёртки.



Перестановки (продолжение)

Централизатор перестановки σ ∈ Sn: Cent(σ) := {τ ∈ Sn | στ = τσ}. Полезное соображение
для его нахождения: στ = τσ ⇔ σ = τστ−1. Перестановка τστ−1 сопряжена с σ при помощи τ .
Вообще, перестановки σ, σ′ ∈ Sn называются сопряжёнными, если ∃τ ∈ Sn σ′ = τστ−1. Вот смысл
сопряжённых перестановок:

1

4

6

2

3 5

σ = (146)(2)(35)

τ1

τ4

τ6

τ2

τ3

τστ−1 = (τ1τ4τ6)(τ2)(τ3τ5)

τ5

Пример. Найдём централизатор перестановки σ = (146)(2)(35) ∈ S6:

τ ∈ Cent
(
(146)(2)(35)

)
⇐⇒ (146)(2)(35) = τ(146)(2)(35)τ−1 = (τ1τ4τ6)(τ2)(τ3τ5) ⇐⇒

⇐⇒


(τ1τ4τ6) = (146)

τ2 = 2

(τ3τ5) = (35)

⇐⇒


τ2 = 2 τ1 = 1, τ4 = 4, τ6 = 6

τ1 = 4, τ4 = 6, τ6 = 1

τ1 = 6, τ4 = 1, τ6 = 4

⇐⇒ τ ∈ {e, (146), (164), (35),

(146)(35), (164)(35)}.

1. Найдите Cent(σ) для следующих σ: а) (123) в S3; б) (123) в S5; в) (12)(34) в S4.

2. Найдите |Cent(σ)| для следующих σ ∈ S6: а) (1456); б) (123)(456); в) (12)(34)(56).

Теорема. Две перестановки сопряжены в Sn ⇔ они имеют одинаковое цикловое строение.
C Сопряжённые перестановки действительно имеют одинаковое цикловое строение:

σ = (i1i2 . . .)(j1j2 . . .) . . . =⇒ τστ−1 = , т. к. σ : x 7→ y ⇔ τστ−1 :

Обратно, пусть σ и σ′ — перестановки с одинаковым цикловым строением. Выпишем циклы
одинаковой длины друг под другом (как угодно) и найдём одну из сопрягающих перестановок:

σ = (i1i2 . . .)(j1j2 . . .) . . .

σ′ = (i′1i
′
2 . . .)(j

′
1j
′
2 . . .) . . .

}
=⇒ σ′ = τστ−1, например, для τ : B

3. Найдите такую перестановку τ ∈ S5, что τ(12)(345)τ−1 = (123)(45).

4. Вычислите, используя сопряжённость: а) (142)(2534)(16)(124); б) (12)(34)(125)(3524)(12)(34).

5. Пусть перестановки σ и ρ сопряжены. Докажите, что перестановки σk и ρk сопряжены при
всех k ∈ N.

6. Сколько перестановок в S5 сопряжены со своим квадратом?

7. Существует ли чётная перестановка τ ∈ S5, для которой τ(12345)τ−1 = (12354)?

8. Докажите, что для всякой перестановки σ найдётся такая перестановка τ , что στ = τσ−1.
9∗. Докажите, что перестановки στσ−1τ−1 и στ−1σ−1τ сопряжены для всех σ, τ ∈ Sn.

10∗. Докажите, что с данной перестановкой σ ∈ Sn сопряжено ровно
n!

|Cent(σ)| перестановок.



Линейные отображения, их ядра, образы, ранги
Пусть V и W — векторные пространства над полем K. Отображение A : V → W называется

линейным, если A(u+v) = Au+Av и A(kv) = kAv для всех u, v ∈ V , k ∈ K, или, что равносильно,

A(k1v1 + . . .+ knvn) = k1Av1 + . . .+ knAvn
для всех n ∈ N, v1, . . . , vn ∈ V и k1, . . . , kn ∈ K. (Ясно, что A(0) = 0.)

С линейным отображением A : V → W связаны два подпространства в V и в W :

ядро KerA := {v ∈ V | Av = 0} и образ ImA := {Av | v ∈ V }.
Ранг отображения A — это размерность его образа: rkA := dim ImA.
Всюду далее V,W — конечномерные пространства и A : V → W — линейное отображение.

1. Теорема. dim KerA+ dim ImA = dimV .
C Бескоординатное доказательство. Выберем в KerA базис e1, . . . , ek и дополним его вектора-

ми ek+1, . . . , en до базиса в V . Тогда векторы Aek+1, . . . ,Aen образуют базис в ImA: с одной сторо-
ны, они порождают ImA (т. к. V = 〈e1, . . . , en〉 ⇒ ImA = AV = )

а с другой, линейно независимы
(
если

n∑
i=k+1

αiAei = 0 , то ,

откуда αk+1 = . . . = αn = 0

)
. B

2. Предложение. dimAV0 6 dimV0 для любого подпространства V0 ⊆ V .
C Пусть e1, . . . , ek — базис в V0. Тогда, в частности, V0 = 〈e1, . . . , ek〉, откуда

B

3. Для любых целых 0 6 d 6 m приведите пример отображения A : V → W и подпространства
V0 ⊆ V , для которых dimV0 = m, dimAV0 = d.

4. Теорема. dimA−1W0 6 dim(W0 ∩ ImA) + dim KerA для любого подпространства W0 ⊆ W .
C Выберем базис u1, . . . , up в KerA, базис f1, . . . , fr в W0∩ ImA и такие векторы e1, . . . , er ∈ V ,

что Aei = fi, i = 1, . . . , r. Докажем включение A−1W0 ⊆ 〈e1, . . . , er, u1, . . . , up〉, из которого следует
требуемое неравенство.

5. Неравенство Сильвестра. а) rkAB > rkA+ rkB − dimV для любых линейных отобра-
жений U B−→ V

A−→ W . (Выведите из теорем 1 и 4.)

б) rkAB > rkA+ rkB − n для любых матриц A ∈ Mm×n(K) и B ∈ Mn×k(K).

6∗. Неравенство Фробениуса обобщает неравенство Сильвестра: если матрица ABC опре-
делена, то rk(ABC) > rk(AB) + rk(BC)− rkB.

7. Пусть A,B ∈ Mn(K) и A2 = A. Докажите, что rkA+ rk(E − A) = n.

8. Пусть A,B,C ∈ Mn(K) и ABC = 0. Докажите, что rkA+ rkB + rkC 6 2n.

9. Для линейного оператора A : V → V рассмотрим цепочки подпространств в V :

KerA ⊆ KerA2 ⊆ KerA3 ⊆ . . . и ImA ⊇ ImA2 ⊇ ImA3 ⊇ . . .

а) Докажите, что после первого равенства в каждой цепочке следуют только равенства.
б) Какое наибольшее число строгих включений может быть в каждой цепочке?
в) Докажите лемму Фиттинга: для любого m ∈ N

ImAm = ImAm+1 ⇐⇒ KerAm = KerAm+1 ⇐⇒ ImAm ⊕KerAm = V.

10. Ясно, что rkA > rkA2 > rkA3 > . . . для любой матрицы A ∈ Mn(K).
а) Докажите, что после первого равенства в этой цепочке следуют только равенства.
б) Какое наибольшее число строгих неравенств может быть в этой цепочке?
в) Пусть Ak = 0 для некоторого k ∈ N. Докажите, что An = 0.



Присоединённая матрица

2× 2: A =

(
a b
c d

)
⇒ Â =

(
d −b
−c a

)
, |A| 6= 0⇒ A−1 =

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

3× 3: A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⇒ Â =

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 , AÂ =

|A| 0 0
0 |A| 0
0 0 |A|

 = ÂA

разложение
по первой строке:

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A11

−a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
−A12

+a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A13

;

разложение
по второму столбцу:

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = −a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
−A12

+a22

∣∣∣∣a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
A22

−a32

∣∣∣∣a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
−A32

;

Фальшивое разложение по первой строке с алгебраическими дополнениями элементов второй строки:

a11

∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a11 a12 a13

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = 0.

n × n: AÂ = |A|E = ÂA (обычные и фальшивые разложения по
строкам и по столбцам в одной картинке)

C Левое равенство — разложения по строкам, правое — по столбцам; равенства диагональных элемен-
тов матриц AÂ, ÂA, |A|E — обычные разложения, внедиагональных — фальшивые. B

Теорема 1. Матрица A ∈ Mn(K) обратима ⇔ rkA = n⇔ |A| 6= 0.

• Если A−1 существует, то n = rkE = rk(AA−1) 6 rkA и |A||A−1| = |AA−1| = |E| = 1⇒ |A| 6= 0.
• Если |A| 6= 0, то A−1 = Â/|A|. Иначе в ступенчатом виде матрицы A есть нулевая строка и rkA < n.

Теорема 2 (о ранге матрицы). Пусть A ∈ Mm×n(K), rkA = r. Тогда любой минор порядка > r
матрицы A равен 0, а любой минор, стоящий на пересечении r линейно независимых строк и r
линейно независимых столбцов матрицы A, отличен от нуля.
• Любые s > r строк матрицы A линейно зависимы и, тем более, линейно зависимы строки любой

квадратной подматрицы в A порядка s. Поэтому любой минор в A порядка s равен нулю.
• Заданные r линейно независимых строк образуют базу системы строк в A (т. к. rkA = r), поэтому

остальные строки можно обнулить элементарными преобразованиями. На соотношения между столбцами
это не повлияет, так что заданные r линейно независимых столбцов перейдут в линейно независимые.
Пересечения этих новых столбцов с теми r строками линейно независимы, поскольку получаются отбра-
сыванием нулей. Это значит, что соответствующий минор в пересечении отличен от нуля. B

Теорема 3. (1) rk Â =


n, если rkA = n,

1, если rkA = n− 1,

0, если rkA < n− 1;

(2) |Â| = |A|n−1; (3) ̂̂A =

{
A при n = 2,

|A|n−2A при n > 2.

(1) • Если rkA = n, то |A| 6= 0, откуда rk Â = n ввиду равенства AÂ = |A|E.
• Если rkA < n− 1, то все миноры порядка n− 1 матрицы A равны 0, так что Â = 0.
• Пусть rkA = n− 1. Тогда |A| = 0 и AÂ = 0, т. е. столбцы матрицы Â являются решениями системы

AX = 0. Её пространство решений одномерно, т. к. число свободных неизвестных равно n − rkA = 1.
Значит, rk Â 6 1. Но хотя бы один минор порядка n− 1 в A отличен от нуля. Поэтому Â 6= 0 и rk Â = 1.
(2) AÂ = |A|E ⇒ |A||Â| = |AÂ| =

∣∣|A|E∣∣ = |A|n. Остаётся заметить, что |Â| = 0, если |A| = 0.

(3) Пусть n > 2 и rkA = n (иначе ясно). Тогда Â = |A|A−1 и ̂̂A = |Â|Â−1 = |A|n−1(|A|A−1)−1 = |A|n−2|A|.



Геометрия комплексных чисел
Теорема 1. Отображение C → C, z 7→ r(cosϕ + i sinϕ)z, при любых r > 0 и ϕ ∈ R задаёт

композицию поворота на угол ϕ и гомотетии с коэффициентом r (оба — с центрами в нуле).

Матричная реализация поля C: C ∼=
{(

a −b
b a

) ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}

Теорема 2. Все значения n
√
z (где 0 6= z ∈ C, 2 6 n ∈ N) — вершины правильного n-угольника,

лежащие на окружности с центром в нуле радиуса n
√
|z| (при n = 2 — отрезка).

1

ω

ω2

ω3

ω4

cos 2π
5

Формулы Муавра:
(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ
n
√

cosϕ+ i sinϕ =
{

cos ϕ+2πk
n

+ i sin ϕ+2πk
n

∣∣ k ∈ Z
}

Группа корней n-й степени из единицы: n
√

1 =
{
εkn
∣∣ k ∈ Z

}
,

где εn := cos 2π
n

+ i sin 2π
n

— порождающий этой циклической группы.

1. Выразите ω = ε5 в радикалах, разложив z5−1
z−1

= z4 + z3 + z2 + z + 1.

2. Вооружившись циркулем и линейкой, отметьте указанные числа на комплексной плоскости.
Окружность везде единичная. На каких рисунках можно выполнить задание и без неё?

z

a)
1
z ,

2
z

z

b) iz, (1 + i)z c) z2, zz,
z2

z

z

z

w

d) zw,
z2

w

e)
√
z,

4
√
z2

i

f) 3
√
i, 6
√
−1 g)

5
√
z5

z

h) 8
√
1 \ 4
√
1

z

3. Если числа a, b, c ∈ C не все равны, то 4abc правильный⇔
[
a+ bε+ cε2 = 0

a+ bε2 + cε = 0
(см. рисунки).

1

ε

ε2

a

b

c

c

b

a
3
√
1 = {1, ε, ε2}
ε = −1+i

√
3

2
a+ bε+ cε2 = 0 a+ bε2 + cε = 0

C 4 abc правильный ⇔ вектор
−→
ba получается из век-

тора
−→
bc поворотом вокруг точки b на угол ±π/3 ⇔

a − b = −ε±2(c − b) (т. к. −ε2 = cos π
3

+ i sin π
3
), а это

равносильно требуемому. B

4. а) C z − a ⊥ a ⇔ z − a
a
∈ iR ⇔ z − a

a
+
z − a
a

= 0

a=a−1

⇐⇒ az + az = 2. Аналогично bz + bz = 2. Исключая
из этих уравнений z, находим z =

2ab

a+ b
. B

z

a

b

z

a

d

b

c

0

a) |a| = |b| = 1 z
?
=

2ab
a+b

b) |a| = |b| = |c| = |d| = 1

z
?
=

a+d−b−c
ad−bc



Преобразования комплексной плоскости
Теорема Шаля. Всякое движение плоскости есть либо
сдвиг, либо поворот, либо скользящая симметрия (ком-
позиция осевой симметрии и сдвига вдоль её оси).

Алгебро-геометрический словарик базовых преобразований
Ta : z 7→ z + a параллельный перенос

на вектор a
HO
k : z 7→ kz гомотетия с коэффициентом

0 6= k ∈ R и центром O
RO
ϕ : z 7→ (cosϕ+ i sinϕ)z поворот на угол ϕ вокруг

точки O
SR : z 7→ z симметрия относительно

действительной оси

CAT

CAT

i · CAT

a+CAT

a

− 6
5 · CAT

5. Запишите на комплексном языке: а) поворот Ra
ϕ на угол ϕ вокруг точки a; б) симметрию

Saϕ относительно прямой, проходяшей через точку a под углом ϕ к оси абсцисс.
а) Идея сопряжённых2 движений:

Ra
ϕ = Ta ◦RO

ϕ ◦ T−1
a : z 7→ (cosϕ+ i sinϕ)(z − a) + a

6. Опишите явно следующие движения: а) Ra
ϕ ◦Saψ; б) Saϕ ◦Sbψ; в) Ra

ψ ◦Rb
ϕ; г) Ta ◦Rb

ϕ; д) Ha
k ◦Hb

l .

7. Композиция T ◦ S сдвига и симметрии является скользящей симметрией.
C Считая ось симметрии действительной прямой, запишем данную композию в виде z 7→

z + a+ bi (a, b ∈ R) и преобразуем:

z 7→ z − bi
2

+ bi
2

+ a = Ta ◦ Sy=b/2(z)

Теперь ясно, что это — композиция симметрии относительно прямой y = b
2
и сдвига на параллель-

ный ей вектор a. B

8. Заполните пропуски � в доказательстве теоремы Шаля.
C Пусть ρ : R2 → R2 — движение плоскости.
Шаг 1 (лемма о трёх гвоздях). Если ρ имеет три неподвижные точки, не лежащие на одной

прямой, то ρ = id. �1

Шаг 2. Если ρ имеет две неподвижные точки a и b, то либо ρ = id, либо ρ = Sab. �2

Шаг 3. Если ρ имеет неподвижную точку a, то либо ρ = Ra
ϕ для некоторого ϕ, либо ρ = Sl

для некоторой прямой l 3 a. Действительно, пусть b 6= a и ρ(b) = b′. Рассмотрим поворот Ra
∠bab′

(b 7→ b′). Тогда движение Ra
∠bab′ ◦ ρ имеет неподвижные точки a и b. �3

Шаг 4. Пусть ρ не имеет неподвижных точек и ρ(a) = b. Тогда движение Tba ◦ ρ имеет непо-
движную точку a. �4 B

9. Следствие. Общий вид собственных и несобственных движений плоскости соответ-
ственно:

z 7→ az + b, z 7→ az + b, где a, b ∈ C, |a| = 1.

Замечание: при произвольном 0 6= a ∈ C получаем преобразования подобия.

10. Найдите: а) прообраз круга {z | |z| < 1} при отображении z 7→ iz+1
z+i

;
б) образ полуплоскости {z | Im z > 0} при отображении z 7→ z−i

z+i
;

в) прообраз прямой {z | Re z = Im z} при отображении z 7→ z
z+1

.
Решение. а)

∣∣ iz+1
z+i

∣∣ < 1 ⇔ |iz + 1| = |i||z − i| < |z + i| ⇔ точка z удалена от i меньше, чем от
−i ⇔ Im z > 0.

Ответ: {z | Im z > 0}.
2В смысле теории групп, ср. с сопряжёнными перестановками.



Комплексные числа и их применения
1. Найдите все такие n ∈ Z, что (sinϕ+ i cosϕ)n = sinnϕ+ i cosnϕ для всех ϕ ∈ R.
2. Наматывание прямой на окружность. Докажите, что для всех z ∈ C

|z| = 1 6= z ⇐⇒ ∃x ∈ R z =
x+ i

x− i .

3. Решите уравнения в C: а) z8 = z7; б) z5 = |z|5; в) (1 + z + z2 + . . .+ zn)2 = zn, n ∈ N.
4. а) Докажите: m

√
1 ∩ n
√

1 = (m,n)
√

1. б) Вычислите m
√
−1 ∩ n

√
−1.

Суммы биномиальных коэффициентов

5. Вычислите C0
n + Cj

n + C2j
n + . . . при j = 1, 2, 3, 4, 5.

Решение для j = 1, 2, 3, 4. Подставив в равенство (1 + x)n =
∑n

k=0C
k
nx

k значения x = ±1, получим:

C0
n + C1

n + C2
n + . . . = 2n и C0

n − C1
n + C2

n − . . . = 0.

Складывая их, получим C0
n + C2

n + C4
n + . . . = 2n−1. Подставим теперь x = i:

n∑
k=0

Ckni
k = (1 + i)n =

√
2
n (

cos πn4 + i sin πn
4

)
=⇒ C0

n − C2
n + C4

n − . . . = Re (1 + i)n = 2
n
2 cos πn4 .

Отсюда C0
n + C4

n + C8
n + . . . = 2n−2 + 2

n
2
−1 cos πn4 .

В случае k = 3 подставим x = ε = cos 2π
3 + i sin 2π

3 . Обозначим

S0 = C0
n + C3

n + C6
n + . . . , S1 = C1

n + C4
n + C7

n + . . . , S2 = C2
n + C5

n + C8
n + . . .

Поскольку 1 + ε = cos π3 + i sin π
3 , то S0 + εS1 + ε2S2 = (1 + ε)n = cos πn3 + i sin πn

3 . Ввиду Re ε = Re ε2 = −1
2 ,

S0 − 1
2(S1 + S2) = Re (1 + ε)n = cos πn3 .

Учитывая равенство S0 + S1 + S2 = 2n, получаем ответ: S0 = 1
32n + 2

3 cos πn3 .

Многочлены Чебышёва

cosnϕ+ i sinnϕ = (cosϕ+ i sinϕ)n =
∑n

k=0
Ck
n cosn−k ϕ(i sinϕ)k.

Отсюда с учётом равенства sin2m ϕ = (1 − cos2 ϕ)m получаем, что cosnϕ и sinnϕ/ sinϕ — много-
члены от cosϕ. Они называются многочленами Чебышёва I и II рода соответственно:

cosnϕ = Tn(cosϕ), sinnϕ = sinϕUn−1(cosϕ).

Примеры (c = cosϕ, s = sinϕ):
cos 2ϕ+ i sin 2ϕ = (c+ is)2 = c2 + 2ics+ (is)2 =

T2(c)︷ ︸︸ ︷
2c2 − 1 +is(

U1(c)︷︸︸︷
2c );

cos 3ϕ+ i sin 3ϕ = (c+ is)3 = c3 + 3c2(is) + 3c(is)2 + (is)3 = c3 + 3c(c2 − 1)︸ ︷︷ ︸
4c3−3c=T3(c)

+is(3c2 + c2 − 1︸ ︷︷ ︸
4c2−1=U2(c)

).

6. Найдите многочлены T4, U3 и постройте графики многочленов Tn, Un−1 при n 6 4.

7. Найдите свободные члены многочленов Чебышёва, а также суммы их коэффициентов.

8. Найдите нули многочленов Чебышёва.

9. Докажите, что Tm(Tn(x)) = Tn(Tm(x)) для всех m,n ∈ N.
10. Докажите рекуррентные формулы:

Tn(x) = 2xTn−1(x)− Tn−2(x), Un(x) = 2xUn−1(x)− Un−2(x).

11. Докажите явные формулы3:

Tn(x) =

(
x+
√
x2 − 1

)n
+
(
x−
√
x2 − 1

)n
2

, Un−1(x) =

(
x+
√
x2 − 1

)n − (x−√x2 − 1
)n

2
√
x2 − 1

.

3Их можно воспринимать или как равенства формальных выражений (и тогда
√
x2 − 1 — формальный символ,

квадрат которого равен x2−1), или как равенства комплексных чисел (и тогда под
√
x2 − 1 всюду в одной формуле

при одном x понимается одно из двух значений корня, причём вторая формула рассматривается при x 6= ±1).



Числа Грегори4 θx = arctg 1
x

12. Докажите равенства: π
4

= θ2 + θ3 = θ2 + θ5 + θ8 = θ3 + θ5 + θ7 + θ8 = 4θ5 − θ239.

Можно, конечно, (многократно) применять формулу для tg(α+β), учитывая периодичность тангенса.
Но проще применить комплексные числа, интерпретируя θx как аргумент комплексного числа x + i.
Сочитаем для примера s = arctg 1 + arctg 2 + arctg 3.

Заметим, что s есть аргумент произведения (1 + i)(1 + 2i)(1 + 3i) = 10i, а значит, s ≡ π (mod 2π). Из
оценок 0 < arctg 1, arctg 2, arctg 3 < π

2 ⇒ 0 < s < 3π
2 получаем ответ: s = π.

Корни из единицы
Напомним, что сумма всех корней n-й степени из единицы равна нулю, а значит, суммы их

действительных и мнимых частей равны нулю:
∑n−1

k=0 cos 2πk
n

=
∑n−1

k=0 sin 2πk
n

= 0.

Подставив в первое из данных равенств n = 5, выразим cos 2π
5

= cos 72◦ в радикалах:

1 + 2 cos 2π
5︸ ︷︷ ︸

c

+2 cos 4π
5︸ ︷︷ ︸

2c2−1

= 0 =⇒ 4c2 + 2c− 1 = 0 =⇒ c =
√

5−1
4
, т. к. c > 0.

Замечание. С помощью полученного равенства строится правильный пятиугольник.

13. Решите уравнение cosx+ cos 2x+ cos 3x+ 1
2

= 0 (x ∈ R).

14. Вычислите: а)
n−1∏
k=1

cos
πk

2n
и
n−1∏
k=1

sin
πk

2n
; б)

n∏
k=1

cos
πk

2n+ 1
и

n∏
k=1

sin
πk

2n+ 1
.

Указание для п. а): обозначив ε := ε2n = cos π
n

+ i sin π
n
, разложите двучлен x2n−1 на линейные

множители и сгруппируйте скобки с сопряжёнными корнями:

x2n − 1 =
2n−1∏
k=0

(x− εk) = (x2 − 1)
n−1∏
k=1

(
x− εk)(x− εk

)
= (x2 − 1)

n−1∏
k=1

(
x2 − 2 cos

πk

n
x+ 1

)
.

Теперь сократите на x2 − 1 и подставьте x = ±1.

Тригонометрические суммы

Вычислим суммы C =
n∑
k=1

cos kϕ и S =
n∑
k=1

sin kϕ. При q := cosϕ+ i sinϕ 6= 1 имеем:

C + iS =
n∑
k=1

qk =
qn+1 − q
q − 1

q=q−1

=
(qn+1 − q)(q−1 − 1)

(q − 1)(q − 1)
=
qn − qn+1 + q − 1

|q − 1|2 .

Приравняем действительные и мнимые части:

n∑
k=1

cos kϕ =
cosnϕ− cos(n+ 1)ϕ+ cosϕ− 1

2− 2 cosϕ
,

n∑
k=1

sin kϕ =
sinnϕ− sin(n+ 1)ϕ+ sinϕ

2− 2 cosϕ
.

Преобразовав и сократив на 4 sin ϕ
2 , получим

n∑
k=1

cos kϕ =
sin nϕ

2 cos n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

,
n∑
k=1

sin kϕ =
sin nϕ

2 sin n+1
2 ϕ

sin ϕ
2

.

Отметим, что в случае q = 1, т. е. при a cosϕ = 1 и sinϕ = 0, ответ такой: C = n и S = 0.

15. Вычислите суммы: а)
∑n

k=1 cos2 kϕ; б)
∑n

k=1 k cos kϕ; в)
∑n

k=0C
k
n cos(k + 1)ϕ.

4Джеймс Грегори (1638–1675) — шотландский математик и астроном. Его работы по разложениям функций в
ряды и их применениям вдохновили молодого И. Ньютона. В 1671 году Грегори получил разложение арктангенса
(хотя двумя веками ранее это сделали в Индии), оттого числа arctg 1

x названы в его честь.



Многочлены
Схема Горнера. Разложим многочлен f(x) = x4 − 3x3 − 10x2 + 2x + 5 по степеням x + 2. Сперва

найдём f(−2), используя минимальное число умножений, для чего запишем

f(x) =
((

(x− 3)x− 10
)
x+ 2

)
x+ 5.

Подставляя x = −2 и проводя вычисления последовательно, мы заодно найдём коэффициенты неполного
частного q(x) в представлении f(x) = (x+ 2)q(x) + f(−2):

f(x) = (x+ 2)(x3 + ax2 + bx+ c) + f(−2) = x4 + (a+ 2︸ ︷︷ ︸
−3

)x3 + (2a+ b︸ ︷︷ ︸
−10

)x2 + (2b+ c︸ ︷︷ ︸
2

)x+ 2c+ f(−2)︸ ︷︷ ︸
5

=⇒

=⇒ a = −5, b = −2a− 10 = 0, c = −2b+ 2 = 2, f(−2) = −2c+ 5 = 1.

Эти вычисления удобно оформлять в виде таблицы:

1 −3 −10 2 5

−2 1 −5 0 2 1 =⇒ f(x) = (x+ 2)(x3 − 5x2 + 2) + 1.

Повторив аналогичные выкладки с q(x) = x3 − 5x2 + 2 вместо f(x), получим

f(x) = q1(x)(x+ 2)2 + q(−2)(x+ 2) + 1

для некоторого многочлена q1(x). Будем так продолжать, пока не получим искомое разложение по степе-
ням x+ 2. Вот итоговая таблица и ответ:

1 −3 −10 2 5

−2 1 −5 0 2 1

−2 1 −7 14 −26

−2 1 −9 32

−2 1 −11

−2 1

Ответ: f(x) = (x+ 2)4 − 11(x+ 2)3 + 32(x+ 2)2 − 26(x+ 2) + 1.

1. Разложите по степеням x− 1: а) x4 − 4x+ 1; б) x5 над Q и Z5; в)
∑n

k=0 x
k.

2. Докажите, что для любого многочлена f ∈ C[x] существует такой многочлен g ∈ C[x], что
а) f(x)f(−x) = g(x2); б) f(x)f(−x)f(ix)f(−ix) = g(x4).

3. Найдите а) сумму коэффициентов; б) сумму коэффициентов при чётных степенях x у мно-
гочлена (2x2 − 3x+ 1)17(3x2 + x− 2)15.

4. Пусть anxn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = an(x− x1) . . . (x− xn) ∈ C[x] и a0, an 6= 0. Разложите

на линейные множители: а) a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an; б) anx2n + an−1x
2n−2 + . . .+ a1x

2 + a0.

5. Найдите остаток от деления многочлена f на (x− a)(x− b), если a 6= b и f(a) = A, f(b) = B.

6. При каких a, b ∈ R x2 − 3x+ 2 | (a+ b)x5 + abx2 + 1?

7. Докажите, что если x− 1 | f(xn), то xn − 1 | f(xn).

8. Разложите следующие многочлены на неприводимые над полями C, R, Q, Z5:
а) x4 − 4; б) x5 − 1; в) x6 + 3x3 + 2; г) (x+ 1)(x+ 3)(x+ 5)(x+ 7) + 15;
д) (x2 + 2)2 + 5x(x2 + 2) + 6x2; е) (x2 + 3x− 2)2 + 3(x2 + 3x− 2)− 2− x.
9. Разложите многочлен x3 − 3abx− a3 − b3, где a, b ∈ R, на неприводимые над C и R.

10. Докажите, что следующие многочлены имеют тройной корень 1:
а) x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1, n > 2; б) x2n+1 − (2n+ 1)xn+1 + (2n+ 1)xn − 1, n > 1.

11. Докажите, что корни многочлена f ∈ C[x] степени n образуют вершины правильного n-
угольника, быть может, вырождающегося в точку, тогда и только тогда, когда многочлен f ′ имеет
корень кратности n− 1.

12. Докажите, что только многочлен вида a(x− x0)n делится на свою производную.



Сравнения многочленов по модулю

13. Найдите остаток от деления многочлена x100 + x+ 1 на а) x2 + 1; б) x4 − 2; в) x4 − x2 + 1.

14. Найдите остаток от деления многочлена (x2 + 2)100 на x4 + 4.

15. При каких n ∈ N а) x2 + x + 1 | x2n + xn + 1; б) x2 + x + 1 | (x + 1)n + xn + 1;
в) xn + xn−1 . . .+ x+ 1 | x2n + x2n−2 + . . .+ x2 + 1?

16. Докажите, что x4 + x3 + x2 + x+ 1 | x444 + x333 + x222 + x111 + 1.
«Лобовое» решение предлагаемых задач с помощью деления уголком едва ли выглядит при-

влекательным, хотя в принципе осуществимо; оно предполагает лишнюю работу — нахождение
(неполного) частного. Более разумным выглядит подстановка в делимый многочлен всех (ком-
плексных) корней делителя — благо они находятся во всех пунктах.

Решение 13а). Подставим в равенство x100 +x+1 = q(x)(x2 +1)+ax+b, где a, b ∈ R, значение
x = i: 2 + i = ai+ b⇔ a = 1, b = 2.

Ответ: x+ 2.
Остальные пункты можно решить аналогично благодаря комплексным числам, однако в пунк-

тах б), в) это сопряжено с техническими трудностями. Как и в задаче 14, где подстановка всех
значений корня 4

√
−4 в равенство (x2 +2)100 = q(x)(x4 +4)+ax3 +bx2 +cx+d приведёт к системе из

четырёх линейных уравнений на неизвестные коэффициенты a, b, c, d искомого остатка. А в зада-
че 15в) аналогичный метод решения приведёт (вы только подумаете!) к системе из n уравнений.
Нет ли метода попроще, потехничнее?

Пополним наш арсенал техникой сравнений по модулю, вероятно, знакомой читателю по зада-
чам на делимость целых чисел.

Говорят, что многочлены f и g сравнимы по модулю многочлена h 6= 0, и пишут f ≡ g (mod h),
если h | f − g. В силу теоремы о делении с остатком, это равносильно тому, что f и g дают при
делении на h одинаковые остатки. Как и сравнения целых чисел, сравнения многочленов можно
складывать, вычитать, умножать и возводить в степень:

f1 ≡ g1 (mod h), f2 ≡ g2 (mod h) =⇒ f1 ± f2 ≡ g1 ± g2, f1f2 ≡ g1g2, f
k
1 ≡ gk1 (mod h).

Продемонстрируем метод сравнений по модулю в действии.
• Вот альтернативное решение задачи 13а):

x2 ≡ −1 (mod x2 + 1) =⇒ (x2)50 + x+ 1 ≡ (−1)50 + x+ 1 = x+ 2 (mod x2 + 1).

• Задача 14 тоже решается в одну строчку: по модулю x4 + 4 имеем

(x2 + 2)100 = (x4 + 4 + 4x2)50 ≡ (4x2)50 = 450(x4)25 ≡ 450(−4)25 = −475.

• Задачу 15а решим двумя способами, а точнее — на двух языках.
I. Обозначим ε := cos 2π

3
+ i sin 2π

3
, тогда x2 + x+ 1 = (x− ε)(x− ε). Поэтому

x2 + x+ 1 | x2n + xn + 1⇐⇒ ε2n + εn + 1 = 0 (⇒ ε2n + εn + 1 = 0)⇐⇒ 3 - n.

Действительно, если 3 | n, то ε2n + εn + 1 = 3, если n ≡ 1 (mod 3), то εn = ε и ε2n = ε2, а если
n ≡ 2 (mod 3), то εn = ε2 и ε2n = ε. Итак, если 3 - n, то ε2n + εn + 1 = ε2 + ε+ 1 = 0.

II. Поскольку x2 +x+1 | x3−1, то можно редуцировать x2n+xn+1 по модулю x3−1. Разберём
три случая в зависимости от остатка при делении n на 3.

n xn x2n x2n + xn + 1 вывод
3k (x3)k ≡ 1 12 = 1 3 не подходит

3k + 1 (x3)kx ≡ x x2 x2 + x+ 1 подходит
3k + 2 (x3)kx2 ≡ x2 (x2)2 ≡ x x+ x2 + 1 подходит

Ответ: 3 - n.
17. Докажите, что f(x)− x | f(f(x))− x для любого многочлена f .



Студент (111 группа)

Комплексные числа, I вариант

1. Обозначим ε = −1
2

+ i
√

3
2
. Представьте в алгебраической форме:∣∣∣∣∣∣

1 ε ε2

ε2 1 ε
ε ε2 1

∣∣∣∣∣∣ =

2. Изобразите на комплексной плоскости все
числа, сопряжённые своему квадрату.

3. Представьте в тригонометрической форме (−π < ϕ < π): 1 + cosϕ+ i sinϕ.

4. Выпишите и нарисуйте все значения корня: 12

√(
1 + i

√
3
)3
.

5. Преобразование комплексной плоскости

z 7→ 1+i√
2
z + 2 + 3i

является поворотом на угол вокруг точки .

Студент (111 группа)

Комплексные числа, II вариант

1. Обозначим ε = −1
2
− i

√
3

2
. Представьте в алгебраической форме:∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 ε ε2

1 ε2 ε

∣∣∣∣∣∣ =

2. Изобразите на комплексной плоскости все
числа с чисто мнимыми кубами.

3. Представьте в тригонометрической форме: 1−
(
2 +
√

3
)
i.

4. Выпишите и нарисуйте все значения корня: 16

√(√
3 + i

)4
.

5. Преобразование комплексной плоскости

z 7→ −z + 2− i
является скользящей симметрией, а именно — композицией симметрии относительно прямой
и сдвига на параллельный ей вектор .



Алгоритм Евклида и соотношение Безу
Начнём не с определений и теорем, а с задачи — решим систему уравнений{

x5 − x4 + 3x3 − 3x2 + 3x− 1 = 0

x4 − x3 − x2 + 2x− 2 = 0.

Конечно, мы не будем даже пытаться решать уравнения системы по отдельности. Требуется найти
общие корни двух многочленов — обозначим их f и g. Напрашивается разделить f на g остатком,
что позволит перейти к более простой равносильной системе:

если f = gq + r, то f = g = 0 ⇐⇒ g = r = 0,

причём deg r < deg g при делении с остатком. Будем повторять эту процедуру до тех пор, пока
один многочлен не разделится на другой:

x5 − x4 + 3x3 − 3x2 + 3x− 1 = (x4 − x3 − x2 + 2x− 2)x+ 4x3 − 5x2 + 5x− 1,

x4 − x3 − x2 + 2x− 2 = (4x3 − 5x2 + 5x− 1)
(

1
4
x+ 1

16

)
− 31

16
(x2 − x+ 1),

4x3 − 5x2 + 5x− 1 = (x2 − x+ 1)(4x− 1).

Теперь ясно, что наша система равносильна уравнению x2−x+ 1 = 0. Оно имеет два корня 1±i
√

3
2

.
Продемонстрированный алгоритм последовательного деления с остатком носит название алгоритм

Евклида и применяется для нахождения наибольшего общего делителя (НОД) двух многочленов — их
общего делителя, кратного любому их общему делителю. Существование НОД надо доказывать. Одно
ясно — если НОД существует, то он определён с точностью до ассоциированности: если d и d′ — два НОД
многочленов f и g, то d | d′ и d′ | d. НОД многочленов f и g обозначается через (f, g); запись d = (f, g)
означает, что d — один из НОД f и g; всякий их НОД имеет вид ud, где u ∈ K∗. Многочлены, НОД
которых равен 1, называются взаимно простыми.

Покажем в общем виде, как искать (и почему существует) (f, g) с помощью алгоритма Евклида. Если
g | f , то, очевидно, (f, g) = g (в частности, (g, 0) = g). Если 0 6= g - f и deg g 6 deg f , то разделим f на g
с остатком: f = gq1 +r1, deg r1 < deg g, при этом r1 6= 0. У пар {f, g} и {g, r1} одинаковое множество общих
делителей: d | g, gq1 + r1 ⇔ d | g, r1. Повторим то же рассуждение для пары {g, r1} и так до тех пор, пока
один многочлен в паре не разделится на другой без остатка (рано или поздно это обязательно произойдёт,
т. е. процесс последовательного деления с остатком на некотором шаге завершится, иначе мы получили бы
бесконечную убывающую последовательность целых неотрицательных чисел deg g > deg r1 > deg r2 > . . .,
что невозможно):

f = gq1 + r1, deg r1 < deg g,

g = r1q2 + r2, deg r2 < deg r1,

r1 = r2q3 + r3, deg r3 < deg r2,

. . . . . .

rn−2 = rn−1qn + rn, deg rn < deg rn−1,

rn−1 = rnqn+1.

(1)

Теорема. Последний ненулевой остаток rn в (1) равен (f, g), и он выражается линейной
комбинацией f и g, т. е. для некоторых u, v ∈ K[x] выполнено соотношение Безу5:

(f, g) = fu+ gv. (2)

C Двигаясь по цепочке (1) снизу вверх, видим, что rn делит rn−1, rn−2, . . ., r1, g, f и, кроме
того, rn выражается через f и g:

rn = rn−2 − rn−1qn = rn−2 − (rn−3 − rn−2qn−1)qn = . . . = fu+ gv.

Но всякая линейная комбинация f и g, очевидно, кратна любому общему делителю f и g. B
5В честь Этьена Безу. Впервые этот факт был опубликован для взаимно простых целых чисел французским

математиком Мезириаком в 1624 году.



Описанная процедура линейного выражения НОД называется обратным ходом алгоритма
Евклида. Так, для рассмотренного выше примера имеем:

(f, g) = 31(x2 − x+ 1) = (f − xg)(4x+ 1)− 16g = (4x+ 1)f − (x+ 16)g

Отметим, что на практике многочлены u и v бывает удобнее искать методом неопределённых
коэффициентов. При этом ограничения на степени u и v даёт следующая задача.

1. Пусть K — поле, f, g ∈ K[x], (f, g) = 1, deg f, deg g > 0. Докажите, что существуют такие
многочлены u, v ∈ K[x], что uf + vg = 1 и deg u < deg g, deg v < deg f .
Пример. Найдём (f, g) и соотношение Безу для f(x) = x3 − 2 и g(x) = x2 + x+ 3.

I способ. Действуем по алгоритму Евклиду:
x3 − 2 = (x2 + x+ 3)(x− 1)− 2x+ 1 15

4 = g(x)− (g(x)(x− 1)− f(x))
(

1
2x+ 3

4

)
=

x2 + x+ 3 = (2x− 1)
(

1
2x+ 3

4

)
+ 15

4 = f(x)
(

1
2x+ 3

4

)
+ g(x)

(
−1

2x
2 − 1

4x+ 7
4

)
.

II способ. Очевидно, многочлены f и g взаимно просты. По задаче 1 имеем:

(ax+ b)(x3 − 2)− (ax2 + cx+ d)(x2 + x+ 3) = 1

для некоторых a, b, c, d ∈ Q. Приравняв коэффициенты при 1, x, x2, x3, получим
−2b− 3d = 1

−2a− 3c− d = 0

−3a− c− d = 0

b− a− c = 0

⇐⇒


a = 2c

b = a+ c = 3c

d = −1
3(2b+ 1) = −2c− 1

3

c = −3a− d = −4c+ 1
3

⇐⇒


c = 2

15

a = 1
15

b = 1
5

d = − 7
15 .

Ответ: 15 = (2x+ 3)f(x)− (2x2 + x− 7)g(x).

2. Для m,n ∈ N найдите: а) (2m − 1, 2n − 1) в Z; б) (xm − 1, xn − 1) в Q[x].

3. Важная теоретическая задача. Пусть многочлен f ∈ Q[x] неприводим над Q. Докажите,
что он не имеет кратных комплексных корней.

4. Применение алгоритма Евклида. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе:

а)
−18

3
√

4− 3
√

2− 2
; б)

15
3
√

4 + 3
√

2 + 3
; в)

α

α + 1
, если α3 − α + 1 = 0; г)

1

cos 2π
7

.

Простейшие примеры: 1√
2−1

=
√

2 + 1, 1
3√2+1

=
3√4− 3√2+1

3 .

Но для решения задачи 4 уже недостаточно банального умножения на сопряжённое. Впрочем, в пункте
а) ещё можно схитрить, разложив знаменатель на множители как квадратный трёхчлен от 3

√
2:

−18
3
√

4− 3
√

2− 2
=

(2 + 1)(2− 23)(
3
√

2 + 1
) (

3
√

2− 2
) =

(
3
√

4− 3
√

2 + 1
)(

3
√

4 + 2
3
√

2 + 4
)
,

но в пункте б) аналогичное разложение знаменателя x2+x+3|x= 3√2 приведёт к новым иррациональностям,
к тому же мнимым. Продемонстрируем на этом примере, как действовать, если в знаменателе стоит
многочлен от одной иррациональности, скажем, от радикала. В нашем случае это α = 3

√
2. Быстрый успех

с дробью 1
α+1 объяснить легко: без труда подбирается многочлен от α, а именно, α2 − α + 1, умножение

которого на знаменатель α + 1 даёт константу ввиду соотношения α3 − 2 = 0. Как подобрать такой
множитель для знаменателя α2 + α+ 3? Нужно найти такой многочлен u(x) ∈ Q[x], что

u(x)(x2 + x+ 3) + v(x)(x3 − 2) = 1 (3)

для некоторого многочлена v(x) ∈ Q[x]. Тогда при подстановке x = α получим требуемое:
1

α2 + α+ 3
= u(α).

Но равенство (3) есть не что иное как соотношение Безу — линейное представление НОД! Многочлены u
и v ищутся по алгоритму Евклида или методом неопределённых коэффициентов:

(2x2 + x− 7)(x2 + x+ 3)− (2x+ 3)(x3 − 2) = −15 =⇒ 1

α2 + α+ 3
= −2α2 + α− 7

15
.



Корни из единицы и круговые многочлены
Напомним, что корни степени n из единицы образуют группу

n
√

1 =
{
εkn
∣∣ k ∈ Z

}
= 〈εn〉, где εn := cos 2π

n
+ i sin 2π

n
— один из её порождающих,

т. е. один из первообразных корней n-й степени из единицы.

1. Теорема. εjn — первообразный корень n-й степени из единицы, т. е. n
√

1 = 〈εjn〉,⇔ (j, n) = 1.

C ⇒ Если (j, n) = d > 1, то �1 — противоречие.
⇐ Пусть (j, n) = 1. Покажем, что числа 1, εjn, ε

2j
n , . . . , ε

(n−1)j
n различны. �2 B

2. Докажем, что m
√

1 ∩ n
√

1 = (m,n)
√

1.
C I способ. Ясно, что (m,n)

√
1 ⊆ m

√
1∩ n
√

1. Обратно, пусть α ∈ m
√

1∩ n
√

1, т. е. αm = αn = 1. По алгоритму
Евклида (m,n) = um+ vn для некоторых u, v ∈ Z. Отсюда α(m,n) = αum+vn = (αm)u(αn)v = 1.

II способ. Докажем индукцией по m+n эквивалентное утверждение: (xm−1, xn−1) = x(m,n)−1. Если
m+ n = 2, т. е. m = n = 1, то это очевидно. Шаг индукции при m > n:

(xm − 1, xn − 1) = (xm − xn, xn − 1) = (xm−n − 1, xn − 1) = x(m−n,n) − 1 = x(m,n) − 1. B

Запишем разложение xn−1 =
∏n

j=1(x−εjn). Перемножив скобки только с первообразными кор-
нями, получим т. н. круговой многочлен (многочлен деления круга, циклотомический6 полином):

Φn(x) :=
∏

16j6n,
(j,n)=1

(x− εjn).

В частности, Φ1(x) = x− 1 и x− 1 - Φn(x) при n > 1. Ясно, что deg Φn = ϕ(n).
Вот несколько примеров; на картинках сплошными кружочками отмечены первообразные кор-

ни соответствующей степени из единицы, а пустыми — остальные.

Φ1(x) = x− 1 Φ2(x) = x2−1
x−1 = x + 1 Φ3(x) = x3−1

x−1 = x2 + x + 1 Φ4(x) = x4−1
x2−1 = x2 + 1

Φ6(x) = x6−1
(x3−1)(x+1) =

= x3+1
x+1 = x2 − x + 1

Φ8(x) = x8−1
x4−1 = x4 + 1

Φ12(x) = x12−1
(x6−1)(x2+1) =

= x6+1
x2+1 = x4 − x2 + 1

3. Нарисуйте аналогичные картинки и вычислите многочлены Φn(x) для n = 5, 9, 10.

4. Поясните, что для простых p верны равенства

Φp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + . . .+ x+ 1,

и обобщите их на степени простых, вычислив Φpk(x).
6Циклотомия — деление круга.



5. Докажите, что а) каждый корень из единицы степени n является первообразным ровно
для одной степени d, причём d | n; б) (Φm,Φn) = 1 при m 6= n.

6. Свойства круговых многочленов и формулы для их вычисления во многом ана-
логичны свойствам функции Эйлера. В следующей таблице эти свойства сгруппированы в пары:
сравнив степени многочленов в тождестве из левого столбца, получаем соответствующее ему тож-
дество из правого столбца.

(Φ1) xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x) (ϕ1) n =
∑
d|n
ϕ(d)

(Φ2) Φpn(x) =


Φn(xp), если простое p | n,
Φn(xp)

Φn(x)
, если простое p - n

(ϕ2) ϕ(pn) =

{
pϕ(n), если простое p | n,
(p− 1)ϕ(n), если простое p - n

(Φ3) Φn(x) = Φp1...ps(x
n/p1...ps), (ϕ3) ϕ(n) = n

p1...ps
ϕ(p1 . . . ps)

где p1, . . . , ps — все простые делители n

(Φ4) Φ2n(x) = Φn(−x) для нечётных n > 1 (ϕ4) ϕ(2n) = ϕ(n) для нечётных n > 1

(Φ5) Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(n/d) (ϕ5) ϕ(n) =
∑
d|n
dµ
(
n
d

)
Тождество (Φ1) вытекает из задачи 5: согласно пункту а) все корни двучлена xn− 1 являются

корнями правой части и, наоборот, если d | n, то Φd(x) | xd − 1 | xn − 1, причём согласно пункту
б) корни многочленов Φd разные при разных d (кратных корней справа, как и слева, нет). Зна-
чит, левая и правая части тождества (Φ1) делят друг друга. Остаётся заметить, что их старшие
коэффициенты равны 1, и поэтому эти многочлены равны.

7. Доказательство остальных тождеств — задача для читателя.

Тождество (Φ1) позволяет вычислять многочлены Φn рекуррентно: если известны все Φm при
m < n, то Φn можно найти по формуле

Φn(x) =
xn − 1∏

d|n, d<n
Φd(x)

,

из которой по индукции также следует, что Φn(x) ∈ Z[x]. Приведём примеры:

• Φ15(x)
(Φ1)
=

x15 − 1

Φ1(x)Φ3(x)Φ5(x)
=

x15 − 1

(x5 − 1)(x2 + x+ 1)
=
x10 + x5 + 1

x2 + x+ 1
= x8−x7+x5−x4+x3−x+1;

• Φ20(x)
(Φ2)
= Φ10(x2)

(Φ4)
= Φ5(−x2) = x8 − x6 + x4 − x2 + 1;

• Φ54(x)
(Φ3)
= Φ6(x9) = x18 − x9 + 1.

Интересный факт: коэффициенты круговых многочленов из первой сотни равны 0, ±1. Впервые это
нарушается для многочлена Φ105.

8. Найдите Φn(x) для n = 21, 48, 100, 200.

9. При каждом n ∈ N вычислите а) Φn(0); б) Φn(1).

Теорема. Круговые многочлены неприводимы над Q. (Доказательство будет позднее.)



Разложение многочленов на неприводимые множители
Многочлен f над полем K называется приводимым (над K), если f = gh для некоторых

многочленов g, h ∈ K[x] положительной степени. Остальные многочлены положительной степени
в K[x] называются неприводимыми. (Конcтанты не считаются неприводимыми многочленами7.)

• Все многочлены первой степени неприводимы.

• Многочлен степени > 1, имеющий корень, приводим (следует из теоремы Безу).

• Приводимость многочлена второй или третьей степени равносильна наличию у него корня.
(Для многочленов степени > 3 утверждение неверно, например, многочлен (x2 + 1)2 приво-
дим, но не имеет корней в R.)

• Неприводимый многочлен может стать приводимым при расширении поля. Например, мно-
гочлен x2 − 2 приводим над R, но неприводим над Q.

Неприводимые многочлены играют ту же роль «мультипликативных строительных блоков»,
что и простые числа: в кольце K[x] над полем имеет место аналог основной теоремы арифметики.

Теорема 1. Всякий многочлен положительной степени над полем раскладывается на непри-
водимые множители, и притом однозначно с точностью до перестановки и ассоциированности
множителей.

Многим кажется, что теорема (как и её числовой аналог) очевидна и доказывать тут нечего8. Дабы
развеять подобные иллюзии, приведём запоминающийся контрпример.

Пример 1. Пусть A — кольцо многочленов над полем с нулевым коэффициентом при x. Тогда

(x3)(x3) = (x2)(x2)(x2)

— два разных разложения на неприводимые в A. Как ни удивительно, но x2 - x3 в A (т. к. x /∈ A).
При доказательстве теоремы 1 ключевой оказывается следующая лемма, прокладывающая

мостик от алгоритма Евклида до однозначности разложения.
Лемма 1. Пусть многочлены f, g, h над полем таковы, что f | gh и (f, g) = 1. Тогда f | h.
C По алгоритму Евклида 1 = fu+ gv для некоторых многочленов u и v, откуда

B

Доказатеьство теоремы 1 проведём индукцией по степени многочлена.
C Пусть f ∈ K[x] — приводимый многочлен (иначе доказывать нечего) и пусть для много-

членов меньшей степени теорема доказана. Тогда f = gh для некоторых многочленов степеней
< deg f , причём g и h (а с ними и f) раскладываются на неприводимые по предположению.

Пусть теперь f = p1 . . . pm = q1 . . . qn — два различных разложения на неприводимые. Тогда
p1 | q1(q2 . . . qn), поэтому либо p1 ассоциирован с q1, либо (p1, q1) = 1 и тогда p1 | q2 . . . qn по
лемме 1. Во втором случае повторяем то же рассуждение и т. д. В конце концов получим, что
p1 ассоциирован с каким-то qi. Сократив на p1, получим

∏m
k=2 pk = u

∏
j 6=i qj, где u ∈ K∗. Теперь

применимо предположение индукции. B
Следствие 1. Пусть K — подполе поля L. Тогда разложение всякого многочлена f ∈ K[x] на

неприводимые над L получается из его разложения f = pk11 . . . pknn на неприводимые над K путём
разложения всех pi на неприводимые над L.

Пример 2. Докажем, что двучлен x4 + 1 неприводим над Q. Если бы он раскладывался над
Q, то только на два квадратных трёхчлена, причём неприводимых над R (ведь корней в R у него
нет). Но такого быть не может, поскольку имеется разложение на неприводимые над R:

x4 + 1 =
(
x2 −

√
2x+ 1

)(
x2 +

√
2x+ 1

)
,

и оно единственно, а
√

2 /∈ Q. Значит, для двучлена x4 + 1 над Q остаётся единственная возмож-
ность — быть неприводимым.

7Подобно тому, как единица не считается простым числом.
8Некоторые крупные математики 18, 19 вв. принимали за самоочевидный факт однозначность разложения на

простые в различных кольцах. Это в том числе приводило к ошибочным доказательствам большой теоремы Ферма.



Разложения многочленов над C и R
Поле K называется алгебраически замкнутым, если верны следующие равносильные условия:
(1) всякий многочлен положительной степени над K имеет корень в K;
(2) всякий многочлен степени n ∈ N над K имеет ровно n корней в K с учётом кратностей;
(3) неприводимы над K лишь многочлены первой степени.
Теорема 2 (основная теорема алгебры). Поле C алгебраически замкнуто.
Следствие 2. Всякий многочлен положительной степени над R раскладывается в произве-

дение линейных двучленов и квадратных трёхчленов с отрицательными дискриминантами.
Следует учесть, что комплексные корни многочленов над R разбиваются на пары сопряжённых

(с учётом кратностей): если z0 — корень кратности k многочлена f(x) ∈ R[x], то z0 тоже корень
кратности k многочлена f(x). Вот важные разложения:(

x− (a+ bi)
)(
x− (a− bi)

)
= x2 − 2ax+ a2 + b2, D = −4b2 6 0,(

x− r(cosϕ+ i sinϕ)
)(
x− r(cosϕ− i sinϕ)

)
= x2 − 2r(cosϕ)x+ r2, D = −4r2 sin2 ϕ 6 0

(∗)

Пример 3. Разложим многочлен x6 + 27 на неприводимые над R.
I способ (школьный). Сначала разложим сумму кубов, а потом догадаемся до трюка:

x6 + 27 = (x2 + 3)(x4− 3x2 + 9+9x2 − 9x2) = (x2 + 3)((x2 + 3)2− (3x)2) = (x2 + 3)(x2− 3x+ 3)(x2 + 3x+ 3).

II способ. Разобъём комплексные корни 6
√
−27 =

√
3e

π+2πki
6 на пары сопряжённых и воспользуемся (∗):

x6 + 27 =
(
x2 − 2

√
3 cos π6x+

√
3

2︸ ︷︷ ︸
x2−3x+3

)(
x2 − 2

√
3 cos 3π

6 x+
√

3
2︸ ︷︷ ︸

x2+3

)(
x2 − 2

√
3 cos 5π

6 x+
√

3
2︸ ︷︷ ︸

x2+3x+3

)
Пример 4. Разложим многочлен x4 + x3 + x2 + x+ 1 на неприводимые над R.
I способ (школьный). Разделив на x2, сделаем замену y = x + 1

x (вообще, стандартная идея для
симметричных многочленов):

x2 + x+ 1 +
1

x
+

1

x2
=

(
x+

1

x

)2

+

y︷ ︸︸ ︷
x+

1

x
−1 =

(
y −

√
5−1
2

)(
y +

√
5+1
2

)
=⇒ x4 + x3 + x2 + x+ 1 =

(
x2 −

√
5−1
2 x+ 1

)(
x2 +

√
5+1
2 x+ 1

)
.

II способ. Разобьём корни многочлена x4 + x3 + x2 + x+ 1 = x5−1
x−1 , т. е. 5

√
1 \ {1} = {ω, ω2, ω3, ω4} (где

ω = e2πi/5), на пары сопряжённых: ω4 = ω, ω3 = ω2. Используя (*), получим:

x4 + x3 + x2 + x+ 1 = (x− ω)(x− ω2)(x− ω3)(x− ω4) =
(
x2 − 2 cos 2π

5 x+ 1
) (
x2 − 2 cos 4π

5 x+ 1
)
.

Напомним, что cos 2π
5 =

√
5−1
4 , кстати, это несложно вывести, сравнив решения двумя способами.

Пример 5. Разложим многочлен x2n + xn + 1 на неприводимые над R.
I способ. ??? <Здесь могло бы быть ваше решение.>
II способ. Корни многочлена x2n + xn + 1 = x3n−1

xn−1 — это все корни (3n)-й степени из единицы, кроме
корней n-й степени из единицы. Поэтому

x2n + xn + 1 =
∏

16k63n,3-k

(
x− e2πki/3n

)
=

n∏
k=1

(
x2 − 2 cos 2πk

3n + 1
)
.

Нередко бывает так, что задача формулируется в терминах действительных чисел, но решить её,
пользуясь только «действительными средствами», крайне трудно, а то и вовсе не представляется
возможным. Но стоит взмыть со «взлётной полосы» — действительной оси — «ввысь» в комплекс-
ную плоскость, и невидимые ранее ключи к разгадке вдруг откроются, а задача буквально рассыплется.
Останется только «совершить мягкую посадку», истолковав полученные знания в исходных, действи-
тельных терминах.

Задача. Разложите на неприводимые множители над C и R:
а) x8 − x6 + x4 − x2 + 1; в) x2n − 1 при каждом n ∈ N; д) Φ12(x);
б) x4 + ax2 + 1 при каждом a ∈ R; г) x2n+1 + 1 при каждом n ∈ N; е) Φ18(x2).



Многочлены над Q и Z
Теорема 1 (о рациональных корнях). Если несократимая дробь m/n является корнем

многочлена f(x) = akx
k + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x], ak, a0 6= 0, то m | a0 и n | ak.

В частности, если ak = 1, то всякий рациональный корень многочлена f является целым.

1. Рациональны ли числа: а) cos π
9
; б) cos π

7
; в) 3

√
1 +
√

2 +
3
√

1−
√

2; г) 3
√

7 + 5
√

2 +
3
√

7− 5
√

2?
Решение а). Для числа c := cos π9 имеем: 1

2 = cos π3 = 4c3 − 3c⇒ 8c3 − 6c− 1 = 0, откуда 1
c — корень

многочлена x3 + 6x2 − 8 без целых корней. Значит, 1
c , c /∈ Q.

Выяснять, есть ли у многочленов 35x5 − 11x4 + 2x3 − 3x2 + 5x − 99 и 20x4 + 27x3 − 13x2 − 15x + 28

рациональные корни, пользуясь теоремой 1, согласитесь, муторно. Поможет следующая

Теорема 2. Многочлен f(x) = akx
k + . . . + a1x + a0 ∈ Z[x] не имеет рациональных корней

в следующих случаях: (1) числа a0, ak, f(1) нечётны; (2) числа a0, ak, f(1), f(−1) не кратны 3.

Многочлен над Z называется примитивным, если его коэффициенты взаимно просты в сово-
купности. Всякий многочлен над Q записывается в виде m

n
·(примитивный многочлен).

Теорема 3. Многочлен в Z[x] неприводим над Z ⇐⇒ он неприводим над Q.
Импликация ⇐ очевидна. Обратно, пусть f = gh, где g, h ∈ Q[x], deg g,deg h > 0. Перепишем: f =

m
nGH, где (m,n) = 1 и многочлены G,H ∈ Z[x] примитивны. Это почти разложение над Z, но мешает
дробь m

n . Вдруг все коэффициенты многочлена GH делятся на n > 1? Эту возможность исключает

Лемма Гаусса. Произведение примитивных многочленов — примитивный многочлен.
C Предположим, что a0 + a1x + a2x

2 + . . ., b0 + b1x + b2x
2 + . . . — примитивные многочлены, но их

произведение a0b0 + (a0b1 + a1b0)x + (a0b2 + a1b1 + a2b0)x2 + . . . не примитивный многочлен. Тогда все
коэффициенты a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, . . . кратны некоторому простому p. Но среди ai и bj
есть коэффициенты, некратные p. Придём к противоречию: (закончите рассуждение). B

Теорема 4 (признак9 Эйзенштейна). Многочлен f(x) = anx
n + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x] непри-

водим, если для некоторого простого p его коэффициенты удовлетворяют условиям:
• p - an, • p | an−1, . . . , a0, • p2 - a0.

Пример 1. Многочлен Φp(x) := xp−1 + . . .+ x+ 1 = xp−1
x−1 неприводим над Z при всех простых p, т. к.

Φp(y + 1) =
(y + 1)p − 1

y
=

p∑
k=1

Ckp y
k−1 = yp−1 + Cp−1

p yp−2 + . . .+ C2
py + p

неприводим по признаку Эйзенштейна: Ckp = p(p−1)!
k!(p−k)! кратно p при k = 1, . . . , p− 1.

Неприводимые двучлены. При каких a, n ∈ N двучлены xn ± a неприводимы над Z?

• Прежде всего, по признаку Эйзенштейна подходят все a, свободные от квадратов.

• Этот признак неприменим, скажем, к двучлену x3 − 4, но он неприводим (почему?).

• А для двучлена x5 − 4 этого соображения недостаточно: вдруг он раскладывается в произ-
ведение многочленов второй и третьей степеней? Опровергнем это:

x5 − 4 =
(
x− 5
√

4
)(

x− ω 5
√

4
)(

x− ω2 5
√

4
)(

x− ω3 5
√

4
)(

x− ω4 5
√

4
)

(ω = e2πi/5).

Любой квадратный делитель x2 + . . . двучлена x5 − 4 имеет свободный член вида ωk 5
√

16
(k ∈ Z) и никак не может быть целым числом, ибо его модуль 5

√
16 иррационален (почему?).

2. Найдите критерий неприводимости двучлена xn − a в терминах разложения a на простые
множители. (Очевидно, для двучлена xn + a при нечётных n критерий такой же, как для xn− a.)

3. Докажите, что если n имеет нечётный делитель > 1, то двучлен xn + 1 приводим, а иначе
(если n — степень двойки) — неприводим.

4. Найдите критерий приводимости двучлена x4 + a в терминах разложения a > 1 на простые
множители.

9Который часто, по традиции, ошибочно называют критерием.



Многочлены над полем Zp

5. Докажите два важных разложения над Zp (и запомните их):

xp − ap = (x− a)p, xp − x =
∏
k∈Zp

(x− k).

6. Докажите, что f(x)p = f(xp) для любого многочлена f над Zp.
Замечание. На самом деле, результаты двух предыдущих задач верны для любого поля харак-

теристики p.
Обозначим через Irr(Zp, d) множество унитарных (т. е. со старшим коэффициентом 1) непри-

водимых многочленов степени d над Zp.
Пример 2. Найдём а) Irr(Z2, 2); б) Irr(Z3, 2); в) Irr(Z3, 4).
а), б) Неприводимые многочлены степеней 2 и 3 — в точности многочлены, не имеющие корней.

Многочлен x2 + ax + b не имеет корней в Z2 в точности при b 6= 0, 1 + a + b 6= 0 ⇔ a = b = 1, значит,
Irr(Z2, 2) = {x2 + x+ 1}.

Вообще, многочлен xn + . . .+ a0 не имеет корней в Z2 в точности тогда, когда a0 6= 0 и число мономов
нечётно. В частности, Irr(Z3, 2) = {x3 + x2 + 1, x3 + x+ 1}.

в) Если многочлен степени 4 не имеет корней, но приводим, то он равен произведению неприводимых
квадратных трёхчленов. В случае поля Z2 — квадрату трёхчлена x2 + x+ 1, т. е. x4 + x2 + 1. Остальные
многочлены вида x4 +ax3 +bx2 +cx+1, где среди a, b, c либо три единицы, либо ровно одна, неприводимы
над Z2.

Ответ: а) x2 + x+ 1; б) x3 + x2 + 1, x3 + x+ 1; в) x4 + x3 + 1, x4 + x+ 1, x4 + x3 + x2 + x+ 1.

7. Докажите, что многочлен x5 + x2 + 1 неприводим над а) Z2; б) Z.
8. Найдите Irr(Z3, 2).

9. Приведите пример многочлена из Irr(Z3, 5).

Для разложения многочленов над Zp на неприводимые проверяют наличие корней и делимость
на неприводимые многочлены степеней 2, 3, . . . Вообще, существуют алгоритмы разложения над
Zp. Ограничимся несколькими типовыми приёмами.

Пример 3. Разложите многочлен x4 + x2 + 1 на неприводимые над а) Z2; б) Z3.
а) Над Z2: x4 + x2 + 1 = (x2 + x+ 1)2 и x2 + x+ 1 неприводим (см. выше).
б) y2 + y+ 1 имеет корень 1 в Z3; y2 + y+ 1 = (y− 1)2, отсюда x4 +x2 + 1 = (x2− 1)2 = (x− 1)2(x+ 1)2.

Пример 4. Разложите многочлен x4 + 1 на неприводимые над Z3,Z5,Z7,Z11,Z17.
Корни есть только в Z17 (24 + 1 = 17): x4 + 1 = (x − 2)(x + 2) . . . = (x2 − 4)(x2 + 4); x2 + 4 = x2 − 64

(64 + 4 = 17 · 4). Итак, x4 + 1 = (x− 2)(x+ 2)(x− 8)(x+ 8) в Z17.
Разложение, аналогичное x4 + 1 = (x2 − i)(x2 + i) в C, имеет место в тех полях, в которых есть

элемент с квадратом −1. Из оставшихся — это только Z5, где 22 = −1 и соответственно x4 + 1 = x4 − 4 =
(x2 − 2)(x2 + 2).

Двучлен x4 + 1 можно ещё двумя способами разложить на два квадратных трёхчлена в C:

x4 + 1 =
(
x2 −

√
2x+ 1

)(
x2 +

√
2x+ 1

)
=
(
x2 − i

√
2x− 1

)(
x2 + i

√
2x− 1

)
.

Соответственно, если в поле есть элемент с квадратом ±2, то имеет место одно из этих разложений:
x4 + 1

Z3= (x2 − x− 1)(x2 + x− 1), x4 + 1
Z7= (x2 − 3x− 1)(x2 + 3x− 1), x4 + 1

Z11= (x2 − 3x+ 1)(x2 + 3x+ 1).

10. Разложите на неприводимые множители: а) x2 + 5x+ 5 над Z11; б) x3 + 2 над Z3;
в) x4 +x3 +x2 +x+1 над Z5; г) x5 +x3 +x2 +1 над Z2; д) x4 +x3 +x+2 над Z3; е) x4−10x2 +1
над Z3,Z7,Z11; ж) x15 − 1 над Z11.

11∗. Докажите, что неприводимые над Z многочлены а) x4 + 1; б) x4− 10x2 + 1 приводимы над
Zp при любом простом p.



Редукция многочленов по простому модулю
Редуцируя коэффициенты многочлена f(x) =

∑
k akx

k ∈ Z[x] по модулю простого p, получим
многочлен [f(x)]p :=

∑
k[ak]px

k над полем Zp.

• Ясно, что [f ]p[g]p = [fg]p для всех f, g ∈ Z[x]. Поэтому если q | f в Z[x], то [q]p | [f ]p в
Zp[x]. Следовательно, если многочлен f приводим над Z, то многочлен [f ]p приводим над
Zp, коль скоро deg[f ]p = deg f . (Многочлен 2x2 + 3x + 1 приводим над Z, но многочлен
[2x2 + 3x+ 1]2 = x+ 1 неприводим над Z2.)

• При редукции неприводимый многочлен может перейти в приводимый, у него могут появить-
ся корни, некоторые из корней могут совпасть. Примеры: x2 + x+ 1 = x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2

в Z3[x], x2 + x+ 1 = x2 + x− 6 = (x− 2)(x+ 3) = −(2x− 1)(3x+ 1) в Z7[x].

• Используя редукцию, можно коротко переформулировать доказательство леммы Гаусса.

C Если многочлены f, g ∈ Z[x] примитивны, но все коэффициенты многочлена fg кратны
простому p, то [fg]p = [f ]p[g]p = 0. Но [f ]p, [g]p 6= 0, а в кольце Zp[x] нет делителей нуля. B

• Редукция также даёт короткое и концептуальное доказательство признака Эйзенштейна.

C Если f = gh, g, h ∈ Z[x], deg g, deg h > 0, то [anx
n]p = [f ]p = [g]p[h]p, откуда [g]p и [h]p

ассоциированы со степенями [x]p (кольцо Zp[x] факториально). Это, в частности, означает,
что их свободные члены кратны p, а тогда свободный член у f кратен p2 — противоречие. B

• Пусть многочлен неприводим над Z. Может ли он быть приводим при редукции по любому
простому модулю? Оказывается, да — см. задачу 11.

Рациональные корни многочленов над Z при редукции. Доказать отсутствие рацио-
нальных корней у многочлена над Z часто удаётся с помощью редукции по подходящему модулю.
Начнём с примеров.

• Многочлен f(x) = x5 − 7x4 + 12x3 + 21x2 − 3x + 75 как при чётных, так и при нечётных
x принимает нечётные значения, а значит, не имеет целых корней. (На языке редукции:
многочлен [f(x)]2 = x5 + x4 + x2 + x+ 1 не имеет корней в Z2, а значит, f(x) не имеет корней
в Z.) В силу теоремы 1 многочлен f(x) не имеет и рациональных корней.

• Аналогично многочлен f(x) = 35x5 − 11x4 + 2x3 − 3x2 + 5x − 99 не имеет корней в Z, т. к.
многочлен [f(x)]2 не имеет корней в Z2. Но почему f(x) не имеет корней в Q (в отличие от
предыдущего примера, здесь lc f > 1)? Если f(m/n) = 0 и (m,n) = 1, то по теореме 1 m | 99
и n | 35, в частности, n обратимо в Z2 (на самом деле, m = n = 1 в Z2). Значит, равенство
f(m/n) = 0 верно в Z2 — противоречие.

• Многочлен g(x) = 20x4+27x3−13x2−15x+28 имеет нулевой корень в Z2, зато не имеет корней
в Z3: [g(x)]3 = −x4− x2 + 1. Отсюда следует, что g(x) не имеет корней в Q, т. к. его старший
коэффициент 20 взаимно прост с 3, т. е. обратим в Z3 (а значит, всякий рациональный корень
был бы корнем в Z3 аналогично предыдущему примеру).

• Подчеркнём, что при редукции многочлена по модулю p важно следить за обратимостью его
старшего коэффициента в Zp. Взять хоть бы многочлен 2x+1, у которого отсутствие корней
в Z2 не влечёт их отсутствие в Q.

Можно подытожить и обобщить сказанное:

если f(x) = akx
k + . . . ∈ Z[x], p — простое и p - ak, то

f(x) не имеет корней в Q ⇐⇒ f(x) не имеет корней в Zp.

В частности, при p = 2, 3 получаем полезную теорему 2.



12∗. Докажите с помощью редукции неприводимость многочленов над Z:
а) x5 + x2 + 1; б) 7x4 − 2x2 + 3x+ 8; в) x5 − 6x3 + 2x2 − 4x+ 5; г) x4 − 4x3 + x2 + x− 4.

Решение. а) Многочлен x5 + x2 + 1 неприводим над Z2 (а значит, и над Z), т. к. он не имеет
корней в Z2 и не делится на единственный неприводимый многочлен x2 + x + 1 второй степени:
x5 ≡ x2 + x2 + 1 = 1 (mod x2 + x+ 1), т. к. x2 + x+ 1 | x3 − 1 и x5 ≡ x2 (mod x3 − 1).

в) x5 − 6x3 + 2x2 − 4x+ 5 ≡
{
x5 − 1 = (x− 1)(x4 + x3 + x2 + x+ 1) (mod 2)

x5 − x2 − x− 1 = (x2 + 1)(x3 − x− 1) (mod 3)
— разложения на

неприводимые над Z2 и Z3 имеют разные наборы степеней, следовательно, многочлен неприводим
над Z (почему?).

13∗. Неприводимость круговых многочленов над Z. Выше мы доказали неприводимость
круговых многочленов Φp при простых p. Докажем вместе с читателем, что круговой многочлен
Φn неприводим над Z при любом n ∈ N. Это хороший пример применения редукции по простому
модулю.
C Разложим двучлен xn− 1 на неприводимые над Z и обозначим через f(x) тот из неприводи-

мых множителей, корнем которого является e2πi/n (для определённости). Пусть xn− 1 = f(x)g(x).
Покажем, что f = Φn. Для этого достаточно показать, что для любого корня δ многочлена f и
любого простого p - n число δp тоже является корнем многочлена f , т. к. �1.

Итак, пусть p — любое простое число, не делящее n. Тогда ([f ]p, [g]p) = 1, т. к. �2. Поскольку
�3, то f(x) | f(xp) или f(x) | g(xp). Но если f(x) | g(xp), то ([f ]p, [g]p) 6= 1: �4. Значит, f(x) | f(xp),
откуда f(δp) = 0, причём δp — первообразный корень из единицы n-й степени, т. к. p - n. B



Формальное дифференцирование многочленов
Производную f ′(x) многочлена f(x) над полем K можно определить непосредственно:

(a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n)′ = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1.

Полезно также дать эквивалентное определение, восходяшее к аналитическому (через предел):

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣
h=0

⇐⇒ f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) + h2(. . .)

Свойства дифференцирования.
(1) Линейность: (f + g)′ = f ′ + g′ и (cf)′ = cf ′ для всех c ∈ K (очевидно).
(2) Дифференцирование произведения: (fg)′ = f ′g + fg′ и, вообще, по индукции

(f1 . . . fn)′ = (f1 . . . fn)

(
f ′1
f1

+ . . .+
f ′n
fn

)
. (4)

(Ввиду линейности по f и по g достаточно проверить для мономов f(x) = xm, g(x) = xn, а это легко.)
(3) Дифференцирование композиции: f(g(x))′ = f ′(g(x))g′(x).
(Ввиду линейности обеих частей по f , можно считать, что f(x) = xn. А тогда применяем (4) для

f1 = . . . = fn = g.)

(4) Правило Лейбница: (fg)(n) =
n∑
k=0

Cknf
(k)g(n−k).

(Для n = 1 доказано. Далее по индукции10 с использованием тождества Ckn+1 = Ckn + Ck−1
n .)

Теорема 1. Дифференцирование продолжается с кольца K[x] на его поле частных K(x) с
сохранением указанных свойств, и притом однозначно.

Отметим один важный частный случай формулы (4):

Π(x) = (x− x1) . . . (x− xn) =⇒ Π′(x)

Π(x)
=

1

x− x1

+ . . .+
1

x− xn
.

Вот как можно записать интерполяционный многочлен f(x) с условиями deg f < n, f(xi) = yi,
i = 1, . . . , n (x1, . . . , xn различны):

f(x) = Π(x)
n∑
i=1

yi
Π′(xi)(x− xi)

(5)

Пример 1. Многочлен степени < n принимает значения y1, . . . , yn в корнях n-й степени из единицы
(в каком-то порядке). Найдём f(0).

Применим формулу (5) в случае {x1, . . . , xn} = n
√

1. Имеем Π(x) = xn − 1 и Π′(x) = nxn−1. Отсюда

f(x) = (xn − 1)
n∑
i=1

yi

nxn−1
i (x− xi)

=⇒ f(0) =
1

n

n∑
i=1

yi.

1. Докажите, что точки x1, . . . , xn ∈ C являются вершинами правильного n-угольника с центром
в точке x0 в точности тогда, когда f(x0) = 1

n

∑n
i=1 f(xi) для любого многочлена f ∈ C[x] степени < n.

2. Докажите, что по значениям многочлена f ∈ C[x] в вершинах правильного n-угольника восстанав-
ливается значение производной f ′ в центре этого n-угольника: для всех a ∈ C и r > 0 верно равенство

f ′(a) =
1

nr

n−1∑
k=0

e−
2πik
n f

(
a+ re

2πik
n

)
.

Это дискретный аналог интегральной формулы Коши (см. курс комплексного анализа).

3. Многочлен f степени n имеет n различных корней x1, . . . , xn. Найдите
n∑
i=1

xki
f ′(xi)

при k = 0, . . . , n−1.

10n = 2, 3: (fg)′′ = (f ′g + fg′)′ = f ′′g + 2f ′g′ + fg′′ ⇒ (fg)′′′ = f ′′′g + 3f ′′g + 3f ′g′′ + g′′′ и т. д. Теперь понятен
механизм появления биномиальных коэффициентов — как в треугольнике Паскаля при раскрытии бинома.



Теорема 2 (формула Тейлора). В случае charK = 0 для любого многочлена f ∈ K[x]
степени n и любого элемента a ∈ K имеет место формула Тейлора:

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k = f(a) + f ′(a)(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n. (6)

C Разложим многочлен f(x) по степеням x− a: f(x) =
∑n

k=0 ck(x− a)k. Продифференцировав
m раз и подставив в полученное равенство точку x = a, получим, что f (m)(a) = m!cm,m = 0, . . . , n.
Поскольку charK = 0, то m! 6= 0 в K при всех m, а потому можно делить на m!. B

Замечание. Подчеркнём, что любой многочлен f(x) над любым полем можно разложить по степеням
любого двучлена x − a (независимо от характеристики): f(x) = g(x − a) для g(x) := f(x + a), причём
коэффициенты разложения быстро ищутся по схеме Горнера. Условие на характеристику существенно
для выражения коэффициентов разложения через производные. Над полями характеристики p формула
Тейлора верна только для многочленов степени < p.

Следствия. Пусть charK = 0 и f ∈ K[x].
(1) Если a — корень кратности n многочлена f , то a — корень кратности n− 1 многочлена

f ′ (если n = 1, то f ′(a) 6= 0).
(2) Если f(a) = 0, то a — корень кратности n многочлена f в точности тогда, когда f(a) =

f ′(a) = . . . = f (n−1)(a) = 0 6= f (n)(a).
(3) Многочлен f/(f, f ′) имеет в точности те же корни, что и f , и все они — простые.

4. О кратных корнях неприводимого многочлена. Попробуем доказать, что их нет (ни
в каком расширении поля). На самом деле, этот факт неверен (!), а следующее «доказательство»,
стало быть, ошибочно.
C Кратные корни любого многочлена f ∈ K[x] являются корнями многочлена (f, f ′) ∈ K[x].

Если многочлен f имеет кратный корень, то многочлен (f, f ′) является его делителем положи-
тельной степени. Поэтому если f неприводим над K, то (f, f ′) = f , т. е. f | f ′. Но такого не может
быть, ведь deg f ′ = deg f − 1. Выходит, у неприводимого многочлена не может быть кратных
корней ни в каком расширении основного поля. B

а) Найдите ошибку и подкорректируйте формулировку, чтобы избежать этой ошибки.
б) Попробуйте привести пример неприводимого многочлена, имеющего кратный корень в рас-

ширении поля.

5. Докажите, что корни многочлена f ∈ C[x] степени n образуют вершины правильного n-
угольника, быть может, вырождающегося в точку, тогда и только тогда, когда многочлен f ′ имеет
корень кратности n− 1.

6∗. Теорема Гаусса—Люка. Корни производной многочлена положительной степени над C
лежат в выпуклой оболочке корней самого многочлена.



Разложение дробей в суммы простейших

Начнём не с определений и теорем, а с примера применения.

Пример. Найдём одну из первообразных функции f(x) =
1

x3 − 1
(1 6= x ∈ R), т. е. такую функцию

F , что F ′ = f .
Чтобы свести задачу к табличным первообразным, разложим знаменатель на множители: x3 − 1 =

(x− 1)(x2 + x+ 1), и представим числитель 1 в виде линейной комбинации взаимно простых множителей
x− 1 и x2 + x+ 1:

1

x3 − 1
=
x2 + x+ 1− (x− 1)(x+ 2)

3(x− 1)(x2 + x+ 1)
=

1

3

(
1

x− 1
− x+ 2

x2 + x+ 1

)
.

Первообразная первой дроби — табличная и с точностью до констант11 равна ln |x − 1|, а вторая дробь
интегрируется выделением полного квадрата в знаменателе. Именно, сделав замену y = 2x+1√

3
, получим

∫
(x+ 2)dx(
x+ 1

2

)2
+ 3

4

=

∫
y +
√

3

y2 + 1
dy =

1

2

∫
d(y2 + 1)

y2 + 1
+
√

3

∫
dy

y2 + 1
=

1

2
ln(y2 + 1) +

√
3 arctg y + C.

Окончательный ответ: ln |x−1|+ 1
2 ln 4

3(x2 +x+ 1) +
√

3 arctg 2x+1√
3
. Согласитесь, его вид подсказывает, что

вряд ли есть какие-то ещё пути решения, приводящие к цели быстрее.

Разложение (??) в разобранном примере — это пример разложения дроби на простейшие над
полем R. Дадим общее определение.

Простейшими над полем K называются дроби вида
f

pk
, где p — неприводимый над K много-

член, 0 6 deg f < deg p, k ∈ N (нулевая дробь не считается простейшей).
1. Тест на определение. Укажите среди следующих дробей простейшие:

а)
x− 1

x2 + 4x+ 4
над Q; г)

x

(x+ 1)3
над Q; ж)

1

x2 − x над Z2;

б)
1

x2 + 1
над R,C; д)

x3

(x2 + 2)5
над R; з)

x+ 3

x2 + 2x+ 2
над Z5;

в)
1

(x4 + 1)2
над Q,R; е)

x2 + 3

(x3 − 2)2
над Q,R; и)

x

x3 − x− 1
над Z3.

Простейшие примеры разложения дробей в суммы простейших.

• При a 6= b :
1

(x− a)(x− b) =
1

b− a
(x− a)− (x− b)

(x− a)(x− b) =
1

b− a

(
1

x− b −
1

x− a

)
.

• 1

x3 − x =
x2 − (x2 − 1)

x(x2 − 1)
=

x

x2 − 1
− 1

x
=

x− 1 + x+ 1

2(x− 1)(x+ 1)
− 1

x
=

1

2

(
1

x+ 1
+

1

x− 1

)
− 1

x
.

• Над R :
x3 − 3x2 + 1

(x2 + 1)3
=

(x2 + 1)x− 3(x2 + 1)− x+ 4

(x2 + 1)3
=

x− 3

(x2 + 1)2
− x− 4

(x2 + 1)3
.

В разобранных примерах «скрыто» доказательство первой части следующей теоремы.

Теорема. Всякая правильная дробь раскладывается в сумму простейших.
C Проведём индукцию по deg g. Если g неприводим (в частности, если deg g = 1), то доказывать

нечего, иначе имеется следующая альтернатива.
Случай 1: g = pk, где p неприводим, k > 1. Если дробь f/pk не простейшая, то deg f > deg p.

Разделим с остатком: f = pq + r, deg r < deg p, и запишем
f

pk
=

Случай 2: g = ab, где (a, b) = 1 и deg a, deg b > 1. Тогда ua + vb = 1 для некоторых u, v и
f

ab
=

Замечание. Разложение дроби в сумму простейших однозначно (несложно доказать).

11Совсем аккуратно:
∫ dx

x− 1
=

{
ln(x− 1) + C1 при x > 1,

ln(1− x) + C2 при x < 1.



Метод неопределённых коэффициентов проиллюстрируем на примере. Разложим на про-
стейшие дробь

x

(x+ 1)(x2 + 1)2
над R. Имеем

x

(x+ 1)(x2 + 1)2
=

a

x+ 1
+
bx+ c

x2 + 1
+

dx+ e

(x2 + 1)2
.

Домножим на знаменатель и найдём неизвестные коэффициенты, подставляя конкретные значе-
ния x и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x:

x = a(x2 + 1)2 + (bx+ c)(x+ 1)(x2 + 1) + (dx+ e)(x+ 1) =⇒

=⇒


− 1 = 4a (x = −1)

i = (di+ e)(i+ 1) (x = i)

0 = a+ b (при x4)

0 = b+ c (при x3)

=⇒


a = c = −b = −1/4

d = e

d+ e = 1.

Окончательно
x

(x+ 1)(x2 + 1)2
=

−1

4(x+ 1)
+

x− 1

4(x2 + 1)
+

x+ 1

2(x2 + 1)2
.

2. Использование производной. Пусть Π(x) = (x − x1) . . . (x − xn), все xi ∈ K попарно
различны и deg f < n. Докажите формулу

f(x)

Π(x)
=

n∑
k=1

ak
x− xk

, где ak =
f(xk)

Π′(xk)
, k = 1, . . . , n, (7)

и разложите с её помощью следующие дроби на простейшие:

а)
x2

x4 − 16
над C; б)

1

x4 + 4
над R, C; в)

x

x5 + 1
над Q, R, C; г)

1

xp − x над Zp.

Решение. б) Сначала разложим дробь над C, используя (7) для f(x) = 1 и g(x) = x4 + 4.
Имеем g′(x) = 4x3 и для любого корня xk многочлена g: g′(xk) = 4x3

k = −16/xk. Найдя xk = ±1± i
(4 корня), получим ответ для поля C:

1

x4 + 4
= − 1

16

(
1 + i

x− 1− i +
1− i

x− 1 + i
+
−1 + i

x+ 1− i +
−1− i
x+ 1 + i

)
. (8)

Сложив в (8) дроби с сопряжёнными знаменателями, получим ответ для поля R:

1

x4 + 4
= −1

8

(
x− 2

x2 − 2x+ 2
+

x+ 2

x2 + 2x+ 2

)
.



Многочлены от нескольких переменных

В кольце K[x1, . . . , xn], где K — поле, при n > 2:

• аналогично случаю n = 1, вводятся понятия делимости, ассоциированности, неприводимо-
сти, НОД (как и в любой области целостности);

• в отличие от кольца K[x], нет ни обычного деления с остатком, ни соотношения Безу —
НОД многочленов уже не выражается их линейной комбинацией: взять хотя бы (x1, x2) =
1 6= x1f + x2g ни для каких f, g ∈ K[x1, x2];

• как и в кольце K[x], справедлива теорема об однозначности разложения на неприводимые
многочлены, однако доказать её труднее. (Доказательство будет позднее.)

Теорема. Кольцо многочленов K[x1, . . . , xn] над полем K факториально.

1. Докажите, что многочлен f ∈ K[x1, . . . , xn] — однородный степени d в точности тогда, когда
f(yx1, . . . , yxn) = ydf(x1, . . . , xn) в K[x1, . . . , xn, y].

2. Пусть f = gh, где f, g, h ∈ K[x1, . . . , xn]. Докажите, что если f однородный, то g и h
однородны.

3. Докажите неприводимость следующих многочленов над C: а) x3 − y2 + z; б) x2 + y3 + yz;
в) x2 + y2 + z2; г) x4 + y4 + z4.

Решение. в) Многочлен x2+y2+z2 однороден, и по задаче 2 любой его нетривиальный делитель тоже
однороден, а значит, ассоциирован с x− ay − bz для некоторых a, b ∈ C. Значит, x2 + y2 + z2

∣∣
x=ay+bz

= 0

в K[y, z], т. е. (ay+ bz)2 + y2 + z2 = 0⇔ (a2 + 1 = 0 = b2 + 1)∧ (2ab = 0), что невозможно. Отметим, что в
поле характеристики 2 имеет место разложение x2 + y2 + z2 = (x+ y + z)2.

Теорема Безу над областью. Пусть A — область целостности, a ∈ A, f(x) ∈ A[x]. Тогда

x− a | f(x) ⇐⇒ f(a) = 0.

Лемма 1. Предположим, что многочлен f(x, y) ∈ A[x, y] над областью целостности A обну-
ляется при подстановке y = x, т. е. f(x, x) ∈ A[x] — нулевой многочлен. Тогда x− y | f(x, y).
C Рассмотрим f как многочлен от y над областью A[x]. По условию x — его корень. По теореме

Безу y − x | f в A[x][y] = A[x, y]. B

Следствие 1. Если многочлен f(x, y) над областью целостности A меняет знак при пере-
становке x и y, то x− y | f при условии charA 6= 2.
C f(x, y) = −f(y, x)⇒ f(x, x) = −f(x, x)⇒ f(x, x) = 0 при charA 6= 2. B
Многочлен f(x1, . . . , xn) над областью целостности A называется кососимметрическим, если

он меняет знак при перестановке любых двух переменных, а также обнуляется при подстановке
одинаковых переменных вместо любых двух (как мы только что увидели, второе условие следует
из первого при charA 6= 2).

Следствие 2. Всякий кососимметрический многочлен f(x1, . . . , xn) над областью делится на
δ :=

∏
i<j(xi − xj). В частности, если deg f = deg δ = n(n−1)

2
, то f = kδ для некоторого k ∈ K∗.

Следствие 3 (определитель Вандермонда).

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 . . . xn−1
1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

i>j(xi − xj).

Дискриминантом многочлена (x− x1) . . . (x− xn) называется его квадрат D =
∏

i<j(xi − xj)2.



4. Разложите следующие многочлены на неприводимые над C и Q:
а) (x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3; в) x3 + y3 + z3 − 3xyz; д) x4 + y4 + z4 − 2x2y2 − 2x2z2 − 2y2z2;
б) x8 + x6y2 + x4y4 + x2y6 + y8; г) x3 + 3xy + y3 − 1; е) x2y2 − x2 + 4xy − y2 + 1.

Решение. а) Данный многочлен обнуляется при x = y, при y = z и при z = x, а потому делится на
(x−y)(y−z)(z−x) — многочлен тоже 3-й степени, значит, (x−y)3 +(y−z)3 +(z−x)3 = k(x−y)(y−z)(z−x)
с некоторым k ∈ Z, которое легко найти, сравнив коэффициенты при x2y: k = 3.

г) От данного многочлена f(x, y) = x3 + 3xy+ y3− 1 перейдём к однородному многочлену F (x, y, z) =
x3 + 3xyz + y3 − z3. Их связь: f(x, y) = F (x, y, 1), обратно: F (x, y, z) = z3f

(
x
z ,

y
z

)
. Легко угадать, что

F (x, y, x+ y) = 0, и понять, что F (x, y, ε±1x+ ε∓1y) = 0, где ε = ε3 = −1
2 + i

√
3

2 . (На самом деле, все корни
F (x, y, z) как многочлена от z можно найти аналогично решению задачи 3в), подставив z = ax + by.)
Окончательно, F (x, y, z) = −(z−x− y)(z− εx− ε2y)(z− ε2x− εy) = (x+ y− z)(x2 + y2 + z2−xy+xz+ yz).

Ответ: а) 3(x− y)(y − z)(z − x);
г) (x+y−1)(εx+ε2y−1)(ε2x+εy−1) = (x+y−1)(x2+y2−xy+x+y+1) (многочлен x2+y2−xy+x+y+1

неприводим над Q, т. к. ε /∈ Q).

5. Докажите, что при всех нечётных n > 5 многочлен (x + y + z)n − xn − yn + zn делится на
многочлен (x+ y + z)3 − x3 − y3 + z3. Выпишите частное явно при n = 5.

6. Для каждого k ∈ K разложите многочлен x3 + y3 + z3 + kxyz на неприводимые в случаях
а) K = C; б) K = R; в) charK = 3.

7. Докажите, что многочлен xm − yn ∈ C[x, y] неприводим в точности при (m,n) = 1.

8. Подтвердите вычисление циркулянта:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 . . . an−1

an−1 a0 a1 . . . an−2

an−2 an−1 a0 . . . an−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1 a2 a3 . . . a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
k=0

f(εk), где f(x) =
n−1∑
k=0

amx
m, ε = e2πi/n.



Симметрические многочлены

Элементарные симметрические многочлены: σk = σk(x1, . . . , xn) :=
∑

16i1<...<ik6n
xi1 . . . xik , k =

1, . . . , n возникают при раскрытии скобок: (x−x1) . . . (x−xn) = xn−σ1x
n−1 +σ2x

n−2− . . .+(−1)nσn.
(например, при n = 3: σ1(x, y, z) = x+ y + z, σ2(x, y, z) = xy + xz + yz, σ3(x, y, z) = xyz.

1. Найдите кубический многочлен, корни которого равны а) x2, y2, z2; б) 1
x
, 1
y
, 1
z
, в) xy, xz, yz,

где x, y, z — тройка корней многочлена x3 + x2 − 2x− 3.

2. а) При каждом a ∈ C решите систему


x+ y + z = a,

x2 + y2 + z2 = a2,

x3 + y3 + z3 = a3.

б) Пусть

{
x+ y + z = a,

x−1 + y−1 + z−1 = a−1.
Докажите, что хотя бы одно из чисел x, y, z равно a.

3. Сумма целых чисел a, b, c равна 0. Докажите, что 2(a4 + b4 + c4) — полный квадрат.

Основная теорема. Каждый симметрический многочлен над полем полиномиально выра-
жается через элементарные симметрические, и притом однозначно. Как следствие, всякая
симметрическая полиномиальная функция от корней приведённого многочлена полиномиально
выражается через его коэффициенты.

Обозначив через Ksym[x] кольцо симметрических многочленов над полем K от x1, . . . , xn, тео-
рему можно сформулировать так:

∀f ∈ Ksym[x] ∃!g ∈ K[y1, . . . , yn] f(x) = g(σ1(x), . . . , σn(x)).

Например, f = σk ⇒ g = yk, f = x2
1 + . . .+ x2

n ⇒ g = y2
1 − y2.

Пример. Выразим многочлен D = (x1−x2)2(x1−x3)2(x2−x3)2 через элементарные симметрические.
Старший член у D равен x4

1x
2
2. Выпишем в порядке убывания все наборы (k1, k2, k3) 4 (4, 2, 0), где

k1 +k2 +k3 = 6 и k1 > k2 > k3, и напротив каждого выпишем набор (l1, l2, l3) показателей симметрического
монома σl11 σ

l2
2 σ

l3
3 со старшим членом xk11 x

k2
2 x

k3
3 , т. е. l3 = k3, l2 = k2−k3, l1 = k1−k2. Из таблицы показателей

запишем искомое представление многочлена D с неопределёнными коэффициентами, которые найдём
подстановкой конкретных значений вместо x1, x2, x3.

x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3

4 2 0 2 2 0

4 1 1 3 0 1

3 3 0 0 3 0

3 2 1 1 1 1

2 2 2 0 0 2

D = σ2
1σ

2
2 + aσ3

1σ3 + bσ3
2 + cσ1σ2σ3 + dσ2

3

x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 Уравнение
1 1 0 2 1 0 0 = b+ 4

1 1 −1 1 −1 −1 0 = 1− a− b+ c+ d

1 1 1 3 3 1 0 = 81 + 27a+ 27b+ 9c+ d (⇒ 9 | d)

2 1 −1 2 −1 −2 36 = 4− 16a− b+ 4c+ 4d

Решим полученную линейную систему, сразу подставив b = −4, относительно a, c, d′ := d/9:1 −1 −9
3 1 1
4 −1 −9

∣∣∣∣∣∣
5
3
−7

→
1 −1 −9

0 4 28
0 −1 −1

∣∣∣∣∣∣
5

−12
−15

→
1 −1 −9

0 1 7
0 0 6

∣∣∣∣∣∣
5
−3
−18

→
1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−4
18
−3



a = −4

c = 18

d′ = −3.

Окончательно, D = σ2
1σ

2
2 − 4σ3

1σ3 − 4σ3
2 + 18σ1σ2σ3 − 27σ2

3.
Следствие. Если x1, x2, x3 — корни многочлена x3 + px + q, то σ1 = 0, σ2 = p и σ3 = −q, поэтому

D(x3 + px+ q) = −4p3 − 27q2.

4. Метод Лагранжа решения кубического уравнения. Пусть x1, x2, x3 — корни много-
члена x3+px+q. Докажите, что (x1+εx2+ε2x3)3, (x1+εx3+ε2x2)3 — корни квадратного уравнения
с коэффициентами, зависящими от p, q.

С помощью следующей задачи уравнения четвёртой степени сводятся к кубическим.

5. Пусть x1, x2, x3, x4 — четвёрка корней многочлена x4 + ax2 + bx + c. Постройте кубический
многочлен с корнями а) x1x2+x3x4, x1x3+x2x4, x1x4+x2x3; б) (x1+x2)(x3+x4), (x1+x3)(x2+x4),
(x1 + x4)(x2 + x3).



6. Степенные суммы Ньютона sk = xk1+. . .+xkn, k ∈ N. Найдём связь между ними и элементарными
симметрическими многочленами. Ясно, что

s1 = σ1 и s2 = σ2
1 − 2σ2. (9)

Далее запишем равенства (xk − x1)(xk − x2)(xk − x3) = 0, k = 1, 2, 3, раскроем скобки и сложим:

x3
1 − σ1x

2
1 + σ2x1 − σ3 = 0

x3
2 − σ1x

2
2 + σ2x2 − σ3 = 0

x3
3 − σ1x

2
3 + σ2x3 − σ3 = 0

+ (10)

s3 − σ1s2 + σ2s1 − 3σ3 = 0. (11)

Мы доказали формулу (11) пока только для n = 3 переменных. При n = 1, 2 формула остаётся в
силе, если считать σi(x1, . . . , xn) = 0 при i > n. Для n > 3 применим индукцию, шаг которой основан на
формуле σki = σk − xiσk−1,i (1 6 k 6 n− 1), где через σmi обозначен симметрический многочлен степени
m от x1, . . . , xn, кроме xi, причём σ0i := 1. Например, при n = 4 и i = 1 имеем

σ3 = x1(x2x3 + x2x4 + x3x4︸ ︷︷ ︸
σ21

) + x2x3x4︸ ︷︷ ︸
σ31

,

σ2 = x2x3 + x2x4 + x2x4︸ ︷︷ ︸
σ21

+x1(x2 + x3 + x4︸ ︷︷ ︸
σ11=σ1−x1

).
(12)

Из равенств (12) и им аналогичных при i = 2, 3, 4 получим (пока n = 4):
x2x3x4 = σ31 = σ3 − x1σ2 + x2

1σ1 − x3
1

x1x3x4 = σ32 = σ3 − x2σ2 + x2
2σ1 − x3

2

x1x2x4 = σ33 = σ3 − x3σ2 + x2
3σ1 − x3

3

x1x2x3 = σ34 = σ3 − x4σ2 + x2
4σ1 − x3

4

+

σ3 = 4σ3 − s1σ2 + s2σ1 − s3 ⇐⇒ (11).

а) Докажите формулу (11) при любом n > 3, обобщив проведённое рассуждение.
б) Докажите в общем случае формулу Ньютона:

sk − σ1sk−1 + σ2sk−2 − . . .+ (−1)k−1σk−1s1 + (−1)kkσk = 0, (13)

в которой все si и σi — многочлены от x1, . . . , xn, причём σm = 0 при m > n.
в) Используя рекурсию и формулы (9), (11), выразим s3 через σ1, σ2, σ3, а σ3 — через s1, s2, s3, считая,

что charK = 0:
s1 = σ1 σ1 = s1

s2 = σ2
1 − 2σ2 σ2 = 1

2(s2
1 − s2)

s3 = σ1s2 − σ2s1 + 3σ3 = σ3 = 1
3(s3 − σ1s2 + σ2s1) =

= σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3 = 1

6(s3
1 − 3s1s2 + 2s3)

Формулы для любого n — см. задачи 31.16, 31.17 из задачника А. И. Кострикина.

Теорема. Степенные суммы s1, . . . , sn образуют алгебраический базис в кольце Ksym[x1, . . . , xn] над
полем K с charK = 0. Иными словами, при этом условии каждый симметрический многочлен полино-
миально выражается через s1, . . . , sn, и притом однозначно.

7. Пусть многочлены f, g ∈ K[x1, . . . , xn] над полем K взаимно просты и дробь f/g симметри-
ческая. Докажите, что многочлены f и g симметрические. Как следствие, всякая рациональная
дробь рационально выражается через элементарные симметрические многочлены.

8. Выразите через элементарные симметрические многочлены: а)
∑

i
1
xi
; б)

∑
i

1
x2i
; в)

∑
i 6=j

xi
xj
.

9. Избавьтесь от иррациональности в знаменателе: а)
1

√
a+
√
b+
√
c
; б)

1
3
√
a+ 3
√
b+ 3
√
c
.

10∗. Докажите формулы Рамануджана:

а) 3

√
2 cos 2π

7
+ 3

√
2 cos 4π

7
+ 3

√
2 cos 8π

7
=

3
√

5− 3 3
√

7;

б) 3

√
2 cos 2π

9
+ 3

√
2 cos 4π

9
+ 3

√
2 cos 8π

9
=

3
√

3 3
√

9− 6.



Перестановки переменных в многочленах: по следам Лагранжа

Если в многочлене x1x2 +x3 переставить переменные x1 и x2, он не изменится, а если поменять
местами x2 и x3, то получится многочлен x1x3 +x2. Тот же многочлен получится, если в исходном
переставить переменные по циклу x1 7→ x3 7→ x2 7→ x1 (на место x1 поставить x3 и т. д.). Будем
писать (23)(x1x2 + x3) = x1x3 + x2 = (132)(x1x2 + x3).

Вообще, для данных многочлена f(x1, . . . , xn) и перестановки σ ∈ Sn обозначим

σf(x1, . . . , xn) := f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

1. Для каждого из следующих многочленов f(x1, x2, x3) заполните таблицу, в первом столб-
це которой выпишите многочлены, получающиеся из f перестановками переменных, и напротив
каждого такого многочлена запишите перестановки, переводящие в него многочлен f :
a) x1x2 + x1x3 + x2x3; б) x1x2 + x2x3; в) (x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3).

Таблица для рассмотренного выше многочлена x1x2 + x3 выглядит так:
x1x2 + x3 e (12)
x1x3 + x2 (23) (132)
x2x3 + x1 (13) (123)

2. Метод Лагранжа решения кубического уравнения.Пусть x1, x2, x3 — корни уравнения
x3 + px+ q = 0 и ε = cos 2π

3
+ i sin 2π

3
. Лагранж рассматривает резольвенту12

y1 = (x1 + εx2 + ε2x3)3,

принимающую при перестановках корней всего два значения, а потому являющуюся корнем квад-
ратного уравнения (коэффициенты которого рационально зависят от p и q).

а) Составьте его и б) выведите формулу для корней x1, x2, x3.

Решим задачу, аналогичную задаче 1 для многочлена f(x1, x2, x3, x4) = x1x2x3. Очевидно, что
τf = f ⇔ τ(4) = 4, т. е. в первой строке нашей таблицы стоят все перестановки цифр 1, 2, 3. Ясно
также, что из f перестановками переменных получаются ещё три многочлена: x1x2x4, x1x3x4,
x2x3x4, причём каждый из них можно получить из f транспозицией. Итак, мы заполнили первую
строку таблицы и подобрали по перестановке в остальных строках:

x1x2x3 e (12) (23) (13) (123) (132)
x1x2x4 (34)
x1x3x4 (24)
x2x3x4 (14)

Этого достаточно, чтобы автоматически заполнить всю таблицу. Воспользуемся простым, но
важным соображением: (στ)f = σ(τf), означающим, что применение к многочлену f композиции
στ равносильно последовательному применению к f перестановок σ и τ (сначала — τ).

3. Поймите, как используя это соображение, заполнить всю таблицу.

Орбита и стабилизатор многочлена. Все многочлены, которые получаются из многочлена
f = f(x1, . . . , xn) перестановками переменных, образуют его орбиту Orb f (первый столбец таб-
лицы); множество всех перестановок из Sn, сохраняющих многочлен f , т. е. таких, что σf = f ,
называется его стабилизатором и обозначается St f (первая строка таблицы):

Orb f := {σf | σ ∈ Sn}, St f := {σ ∈ Sn | σf = f}.

Отметим свойства стабилизатора:

• σ, τ ∈ St f ⇒ στ ∈ St f, • e ∈ St f, • σ ∈ St f ⇒ σ−1 ∈ St f.

Они означают, что St f — подгруппа в Sn.
12От англ. resolve — решить. Термин применяется во многих областях математики.



4. Найдите орбиты и стабилизаторы следующих многочленов, заполните таблицу, как выше
(n = 4), и вы познакомитесь с разными интересными подгруппами в S4:

а) x1x2 + x3x4; б) (x1 − x2)(x3 − x4); в) x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1;
г) (x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x2 − x3)(x2 − x4)(x3 − x4) =

∏
16i<j64(xi − xj).

Решение. б) f = (x1 − x2)(x3 − x4)⇒ Orb f = {±f,±(x1 − x3)(x2 − x4),±(x1 − x4)(x2 − x3)}.
Далее легко видеть, что всякая перестановка σ ∈ St f определяется своим значением на x1:

• σ(x1) = x1 ⇒ σ = e, • σ(x1) = x3 ⇒ σ = (13)(24),
• σ(x1) = x2 ⇒ σ = (12)(34), • σ(x1) = x4 ⇒ σ = (14)(23).

Полученная группа называется четверной группой Клейна и обозначается V4:

St f = V4 = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Заполним таблицу:

(x1 − x2)(x3 − x4) e (12)(34) (13)(24) (14)(23)

(x2 − x1)(x3 − x4) (12) (34) (1324) (1423)

(x1 − x3)(x2 − x4) (23) (1342) (1243) (14)

(x3 − x1)(x2 − x4) (132) (234) (124) (143)

(x1 − x4)(x2 − x3) (123) (134) (132) (142)

(x1 − x4)(x3 − x2) (24) (1234) (13) (1432)

5. Найдите связь между Orb(τf) = Orb f , а также между St(τf) и St f .

6. Как связаны мощности орбиты и стабилизатора произвольного многочлена f(x1, . . . , xn)?
7∗. Придумайте многочлен f(x1, . . . , x5), для которого

St(f) = M5 := {x 7→ ax+ b | a ∈ Z∗5, b ∈ Z5}.

Теорема Лагранжа I. Пусть y1 — многочлен от x1, . . . , xn, из которого перестановками пе-
ременных получается k многочленов y1, . . . , yk. Тогда они являются корнями многочлена степени
k с коэффициентами, полиномиально зависящими от σ1, . . . , σn.

n y1 k

3 (x1 + εx2 + ε2x3) 2
4 (x1 + ix2 − x3 − ix4)4 6
4 x1x2 + x3x4 3
4 x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x1

Пусть теперь ϕ ∈ K(x1, . . . , xn) и q ∈ Ksym(x1, . . . , xn)(t), т. е. q — дробь от одной перемен-
ной t с коэффициентами — симметрическими дробями от x1, . . . , xn. Ясно, что St(ϕ) ⊆ St(q(ϕ)).
Оказывается, верно и обратное.

Теорема Лагранжа II. Пусть дроби ϕ, ψ ∈ K(x1, . . . , xn) таковы, что St(ϕ) ⊆ St(ψ). Тогда
ψ = q(ϕ) для некоторой дроби q ∈ Ksym(x1, . . . , xn)(t).

Пример. Пусть n = 4, ϕ = x1x2, ψ = x1x2 + x3x4. Тогда St(ϕ) ⊆ St(ψ). Можно и вычислить:

St(ϕ) = {e, (12), (34), (12)(34)} и St(ψ) = St(ϕ) ∪ {(13)(24), (14)(23), (1324), (1423)}.

Выразим ψ через ϕ над Ksym(x1, x2, x3, x4): ψ = q(ϕ), где q(t) = t+
x1x2x3x4

t
.

Как возникли понятия подгруппы и смежного класса. Строки таблиц из задачи 4 —
левые смежные классы группы Sn (n = 4) по подгруппе St(f). В самом деле, возьмём любой мно-
гочлен из Orb(f), скажем, τf . В строке таблицы напротив него выписаны все такие перестановки
σ ∈ Sn, что

σf = τf ⇐⇒ τ−1σf = f ⇐⇒ τ−1σ ∈ St(f) ⇐⇒ σ ∈ τ St(f),

т. е. все перестановки из левого смежного класса τ St(f).

Теорема Лагранжа III. Порядок конечной группы делится на порядок любой её подгруппы.

Заметим, что в обозначениях теоремы Лагранжа I подгруппа St(f) ⊆ Sn имеет индекс k (число
левых смежных классов) и соответственно порядок n!/k.



Группы: простые теоретические факты

1. Следующие условия на подмножество H группы G равносильны:
(1) e ∈ H и ∀g, h ∈ H gh ∈ H, g−1 ∈ H;
(2) H 6= ∅ и ∀g, h ∈ H gh−1 ∈ H;
(3) H — группа относительно операции в G.
При выполнении этих условий H называется подгруппой в G.

2. Непустое конечное подмножество H группы G является подгруппой ⇔ ∀g, h ∈ H gh ∈ H.

3. Пересечение любого семейства подгрупп — подгруппа.

4. Объединение H ∪K подгрупп — подгруппа ⇔ H ⊆ K или K ⊆ H.

5. Произведение HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K} подгрупп — подгруппа ⇔ HK = KH.

Для любого элемента g группы G множество 〈g〉 := {gn | n ∈ Z} является подгруппой в G.
Подгруппы такого вида называются циклическими. Если G = 〈g〉 для некоторого g ∈ G, то группа
G называется циклической, а элемент g — её образующим или порождающим.

Если все степени gn, n ∈ Z, различны, то говорят, что g — элемент бесконечного порядка. Если
gn = e для некоторого n ∈ N, то наименьшее среди таких n называется порядком элемента g;
обозначение: O(g).

6. Для всякого элемента g группы G имеем: O(g) = k ∈ N ⇐⇒ (∀n ∈ N gn = e⇔ k | n) .

7. Пусть O(g) <∞ и m ∈ N. Тогда O(gm) =
O(g)

(O(g),m)
.

8. Элементы конечного порядка абелевой группы образуют её подгруппу — она называется
периодической частью группы. Для неабелевой группы это, вообще говоря, не так: произведение
элементов конечного порядка может иметь бесконечный порядок (пример?).

9. Всякая бесконечная циклическая группа изоморфна группе Z. Всякая циклическая группа
порядка n изоморфна группе Zn.

10. Всякая подгруппа циклической группы — циклическая. Всякая подгруппа Z имеет вид dZ
для некоторого d ∈ N0. Всякая подгруппа в Zn имеет вид dZn для некоторого делителя d числа n.

11. Пусть f : (G; ∗)→ (H; ◦) — гомоморфизм групп, т. е. ∀x, y ∈ G f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y). Тогда:
а) Ker f = {g ∈ G | f(g) = eH} — подгруппа в G; б) Im f = {f(g) | g ∈ G} — подгруппа в H;
в) если G — абелева, то Im f тоже; г) если g ∈ G и O(g) = n ∈ N, то O(f(g)) | n.

Терминология: изоморфизм — биективный гомоморфизм, вложение (или мономорфизм) —
инъективный гомоморфизм, эпиморфизм — сюръективный гомоморфизм, эндоморфизм — гомо-
морфизм в себя, автоморфизм — биективный эндоморфизм.

12. Гомоморфизм f : G→ H является вложением ⇔ Ker f = {e}.
13. Композиция гомоморфизмов — гомоморфизм, композиция изоморфизмов — изоморфизм,

обратный к изоморфизму — изоморфизм.

14. Теорема Лагранжа. Пусть H — подгруппа в G. Тогда: а) отображение H 7→ xH, h 7→ xh
— биекция; б) любые два левых смежных класса xH и yH (x, y ∈ G) либо не пересекаются, либо
совпадают; в) группа G есть дизъюнктное объединение некоторых левых смежных классов по
подгруппе H. В частности, если |G| <∞, то |H| | |G|.

15. Следствия из теоремы Лагранжа.
(1) Порядок элемента конечной группы делит порядок группы.
(2) Если G — конечная группа, то g|G| = e для всех g ∈ G.
(3) Группа простого порядка p циклическая (и изоморфна группе Zp).
(4) Если H ⊆ K ⊆ G — цепочка подгрупп конечной группы G, то (G : H) = (G : K)(K : H).
(5) Конечные подгруппы взаимно простых порядков пересекаются тривиально, т. е. по {e}.



Задачи по теме «Группы»

16. Докажите, что конечные подгруппы в C∗ исчерпываются подгруппами вида n
√

1, n ∈ N.
17. Опишите все гомоморфизмы а) Sn → R∗; б) Sn → C∗.
18. Найдите подгруппу, изоморфную S3, в группах: а) GL3(Q); б) GL2(R); в) GL2(Q).

19. Докажите, что неабелевы группы A4 и D6 из 12 элементов неизоморфны.

20. Сколько в S4: а) элементов порядка 4; б) циклических подгрупп порядка 4; в) подгрупп
порядка 4?

21. Докажите: а) AutZ ∼= {±1} ∼= Z2; б) AutZn ∼= Z∗n; в) AutV4
∼= S3; г) AutS3

∼= S3.

22. Среди всех подгрупп Z∗n, где n 6 15, найдите циклические и их образующие.

23. Разбейте следующие группы на классы изоморфных:

Q8, D4,
{(
±1 n
0 1

)∣∣∣∣n ∈ Z4

}
,


1 a b

0 1 c
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ Z2

, CentS4

(
(12)(34)

)
.

24. Приведите пример бесконечной группы, все элементы которой имеют конечный порядок.

25. Приведите пример конечной группы G и делителя d её порядка |G|, таких, что в G нет
подгруппы порядка d.

26. Пусть H1, H2 — подгруппы в G, g1, g2 ∈ G. Докажите: а) g1H1 ⊆ g2H2 ⇔ H1 ⊆ H2, g
−1
2 g1 ∈

H2; б) множество g1H1 ∩ g2H2 либо пусто, либо является левым смежным классом G по H1 ∩H2.

27. а) Является ли подмножество {(24), (243), (142), (1432)} группы S4 смежным классом (ле-
вым или правым) по некоторой её подгруппе?

б) Тот же вопрос для подмножества {A ∈ GL2(C) | |A| ∈ iR∗} группы GL2(C).

28. Нарисуйте плоские фигуры с группой изометрий а) Z2; б) Z3.

29. Докажите, что всякая конечная подгруппа в группе движений плоскости изоморфна либо
Zn, либо Dn для некоторого n ∈ N (считают, что D2

∼= Z2 ⊕ Z2
∼= V4).

30. Индекс подгруппы H группы G определяется как мощность множества левых или мно-
жества правых смежных классов G по H и обозначается (G : H). Почему эти множества рав-
номощны? В случае конечной группы G это ясно из доказательства теоремы Лагранжа, причём
(G : H) = |G|/|H|. В общем случае надо явно установить биекцию и не угодить при этом в ловуш-
ку: «очевидное» сопоставление gH 7→ Hg невозможно, поскольку �1. Правильно так: gH 7→ �2.

31. Нарисуйте в Z2 подгруппы и их смежные классы:
а) {(2m, 3n) | m,n ∈ Z}; б) {(2m; 3m+ 2n) | m,n ∈ Z2}; в) {(m,n) | m+ n кратно 3}.
32. Докажите, что подгруппа {(am + bn, cm + dn) | a, b, c, d ∈ Z} в Z2 имеет конечный индекс

⇔ ad− bc 6= 0, и в этом случае её индекс равен |ad− bc|.
33. Пусть K ⊆ H ⊆ G — цепь подгрупп, причём (G : H) < ∞ и (H : K) < ∞. Докажите, что

(G : K) = (G : H)(H : K).

34. Докажите, что бесконечная группа имеет бесконечно много подгрупп.

35. Докажите, что группа Q содержит континуум попарно неизоморфных подгрупп.

36. Для каждого простого p определим мультипликативную квазициклическую p-группу

Up∞ := {z ∈ C | ∃n ∈ N zp
n

= 1} =
⋃
k∈N

Upk .

Докажите следующие утверждения:
а) группы Up∞ при разных простых p не изоморфны и никакая из них не изоморфна группе Q;
б) каждая собственная (т. е. отличная от всей группы) подгруппа группы Up∞ является цик-

лической.



Группы: смежные классы по подгруппе

Для элемента g группы G определим её смежные классы по подгруппе H ⊆ G:

gH := {gh | h ∈ H} — левый смежный класс, Hg := {hg | h ∈ H} — правый смежный класс.

Начнём с примеров в случае абелевых групп (когда нет разницы между левыми и правыми
смежными классами; при этом для аддитивных групп пишут a+B, a ∈ A, B ⊆ A).

• Первый пример — классы вычетов: k + nZ (k = 0, 1, . . . , n− 1) — смежные классы Z по nZ.

• Смежный класс группы R по подгруппе Z — множество всех действительных чисел с фикси-
рованной дробной частью. Все такие смежные классы находятся в биективном соответствии
с точками полуинтервала [0, 1).

• Смежные классы группы (C∗; ·) по подгруппе (0,∞) — лучи с началом в нуле, а по подгруппе
{z | |z| = 1} — концентрические окружности с центром в нуле. В первом случае ненулевые
комплексные числа классифицируются по аргументу, во втором — по модулю.

• Смежные классы группы R2 по подгруппе R× {0} — горизонтальные прямые.

• Обобщим предыдущий пример. Пусть U ⊆ Kn — пространство решений линейной однород-
ной системы AX = 0 (A ∈ Mm×n(K), K — поле). Тогда U — подгруппа группы (Kn; +),
а смежные классы по ней — это линейные подмногообразия, параллельные U (множества
решений неоднородных систем AX = B).

• Смежных классов группы Z2 по подгруппе B = {(m,n) | m + m чётно} всего два: сама
подгруппа B и её дополнение Z2 \B = (1, 0) +B = {(m,n) | m+ n нечётно}.

x− 3y = 0

x− 3y = a

arg z = 0

arg z = ϕ
|z| = 1

|z| = r

m+ n ≡ 0 (mod 2) m+ n ≡ 1 (mod 2)

T ⊂ C∗ R>0 ⊂ C∗ {(3x, x) | x ∈ R} ⊂ R2 {(m,n) | m+n чётно} ⊂ Z2

• Нечётные подстановки в группе Sn (n > 2) образуют смежный класс (левый и правый) по
подгруппе An чётных подстановок: Sn \ An = σAn = Anσ для любой σ ∈ Sn \ An.

• Ещё один пример из той же серии даёт подгруппа поворотов в группе диэдра; второй смеж-
ный класс состоит из симметрий.

• «Минимальный» пример, когда левые смежные классы не совпадают с правыми, даёт под-
группа 〈(12)〉 группы S3: (13)〈(12)〉 = {(13), (123)} 6= {(13), (132)} = 〈(12)〉(13).

• Смежный класс (левый, он же правый) группы GLn(K) (K — поле) по подгруппе SLn(K)
состоит из матриц с фиксированным (ненулевым) определителем:

∀A ∈ GLn(K) A SLn(K) = {B ∈ GLn(K) | |B| = |A|} = SLn(K)A.


