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Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå äëèíû àëãåáðû êàê åå ôóíäàìåíòàëüíîãî èí-
âàðèàíòà íà÷àëîñü â êîíöå 20 âåêà ñ ðàáîò [1, 2], ãäå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà
äëèíû äëÿ àññîöèàòèâíûõ, â òîì ÷èñëå ìàòðè÷íûõ, àëãåáð. Â ÷àñòíîñòè,
ðàáîòà [2] ðàññìàòðèâàåò ñâÿçü äëèíû ñ ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðû è ìàêñè-
ìàëüíîé ñòåïåíüþ ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ äëÿ åå ýëåìåíòîâ. Èçó÷åíèå
ïîäîáíîé ñâÿçè äëÿ íåàññîöèàòèâíîãî ñëó÷àÿ íà÷àòî â ðàáîòå [3].

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíóþ íå îáÿçàòåëüíî àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó A ñ
åäèíèöåé íàä ïîëåì F. Ïóñòü a1, a2, . . . , an � êîíå÷íûé íàáîð åå ýëåìåíòîâ.
Ñëîâîì äëèíû k äëÿ ýòîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ai1 · . . . · aik ñ
íåêîòîðûì çàäàííûì ïîðÿäêîì âûïîëíåíèÿ óìíîæåíèé, ãäå im ∈ {1, . . . , n}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lk(S) ëèíåéíóþ îáîëî÷êó íàä F âñåõ ñëîâ äëèíû íå
áîëåå k. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ýëåìåíòîâ S = {a1, a2, . . . , an} ïîðîæäàåò
àëãåáðó A, åñëè ñóùåñòâóåò k, òàêîå ÷òî Lk(S) ñîâïàäàåò ñ àëãåáðîé A.
Ñàìîå ìàëåíüêîå òàêîå k íàçûâàåòñÿ äëèíîé äàííîé ñèñòåìû.

Äëèíîé àëãåáðû À íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñðåäè ïîðîæäàþùèõ
ñèñòåì àëãåáðû A.

Àëãåáðà A ñ åäèíèöåé íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈A
âåðíî, ÷òî 1, a, a2 ëèíåéíî çàâèñèìû íàä F. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì êâàä-
ðàòè÷íûõ àëãåáð ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî-êîìïëåêñíûå àëãåáðû, ïîäðîáíî îïè-
ñàííûå â ðàáîòå [4].

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ÷åðåç F0 = 0, F1 =
1, F2 = 1, . . ..

Ðàçðàáîòàííûé àâòîðîì äîêëàäà îáùèé ìåòîä îöåíêè äëèí àëãåáð ñòðî-
èòñÿ íà ïîíÿòèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òåîðåìà íèæå,
äîêàçàííàÿ â ðàáîòå [5], ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðèëîæåíèÿ ýòîãî ìåòîäà.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì àëãåáðó A íàä ïîëåì F ðàçìåðíîñòè dimA =
n è åå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî S. Ïîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ S â A ìû ïîíèìàåì íåóáûâàþùóþ öåëî÷èñëåííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (m0,m1, . . . ,mN ), ïîñòðîåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. m0 = 0.

2. Äëÿ s1 = dim  L1(S)− 1, ìû ïîëàãàåì m1 = . . . = ms1 = 1.

3. Åñëè m0, . . . ,mr óæå ïîñòðîåíû, à ìíîæåñòâà  L1(S), . . .  Lk−1(S) óæå
ðàññìîòðåíû, òî ìû èíäóêòèâíî ïðîäîëæàåì ïðîöåññ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: äëÿ sk = dim  Lk(S) − dim  Lk−1(S) ïîëîæèì mr+1 = . . . =
mr+sk = k.
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Òåîðåìà. Ïóñòü M = (m0, . . . ,mn−1), ãäå n ≥ 2 - êîíå÷íàÿ öåëî÷èñëåí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

(i) m0 = 0.

(ii) Ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ k1, 1 ≤ k1 ≤ n − 1, ÷òî m1 = . . . = mk1 = 1
è ïðè k1 < n− 1 âåðíî mk1+1 > 1.

(iii) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (m0, . . . ,mn−1) íå óáûâàåò.

(iv) Åñëè k1 < n− 1, òî ñóùåñòâóþò ôóíêöèè t1(k) è t2(k), îòîáðàæàþùèå
{k1 +1, . . . , n−1} â {1, . . . , n−1}, è óäîâëåòâîðÿþùèå äâóì ñâîéñòâàì:

a. Äëÿ âñåõ k, k1 < k < n, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî mt1(k) +mt2(k) = mk

è íåðàâåíñòâà t1(k) < t2(k) < k,

b. Äëÿ âñåõ ïàð h1, h2, k1 < h1 < h2 < n, âûïîëíåíî ïî êðàéíåé
ìåðå îäíî èç íåðàâåíñòâ t1(h1) < t1(h2) èëè t2(h1) < t2(h2).

Òîãäà ñóùåñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ àëãåáðà A íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F
ñ ïîðîæäàþùèì ìíîæåñòâîì S äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

1. dimA = n.

2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S ñîâïàäàåò ñ (m0, . . . ,mn−1).

3. Äëèíà A ðàâíà mn−1.

Áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé àëãåáðû è ïðîèçâîëüíîãî ïîðîæäà-
þùåãî ìíîæåñòâà îíîé, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòîãî ìíî-
æåñòâà óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì (i)-(iv).

Óòâåðæäåíèÿ íèæå ÿâëÿþòñÿ ôîêóñîì äîêëàäà è èòîãîì èñïîëüçîâà-
íèÿ îáùåé òåîðåìû äëÿ ðàçðåøåíèÿ âîïðîñà äîñòèæèìîñòè çíà÷åíèé äëèíû
êâàäðàòè÷íûõ àëãåáð ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ êâàäðàòè÷íîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû A ðàç-
ìåðíîñòè n ðåàëèçóþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ äëèíû, ëåæàùèå ìåæäó Fn−2 è Fn−1,
èìåþùèå äâå åäèíèöû â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ êâàäðàòè÷íîé íåàññîöèàòèâíîé àëãåáðû A ðàç-
ìåðíîñòè n ðåàëèçóþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ äëèíû, ëåæàùèå ìåæäó Fn−2 è Fn−1,
èìåþùèå òðè åäèíèöû â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ è ñåãìåíò "1001".
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