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Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ãðóïïû. Êëàññîì ãðóïï íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü ãðóïï, êîòîðàÿ ñ êàæäîé ñâîåé ãðóïïîé ñîäåðæèò âñå ãðóïïû, åé èçîìîðôíûå. Ñðå-
äè êëàññîâ ãðóïï âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ôîðìàöèè � êëàññû, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî
ãîìîìîðôíûõ îáðàçîâ è ïîäïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé, ââåäåííûå â ðàññìîòðåíèå Â. Ãàøþ-
öåì â 1963 ãîäó [1]. Ôîðìàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, êëàññû A, N, U, S ñîîòâåòñòâåííî
âñåõ àáåëåâûõ, íèëüïîòåíòíûõ, ñâåðõðàçðåøèìûõ, ðàçðåøèìûõ ãðóïï. Â òåîðèè ôîðìà-
öèé áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèîíàëüíûå ìåòîäû. Â [1] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé-ñïóòíèêîâ
áûëè ïîñòðîåíû ëîêàëüíûå ôîðìàöèè, ÿâëÿþùèåñÿ íàèáîëåå èçó÷åííûìè â íàñòîÿùåå
âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, [2, 3]). Â 1984 ãîäó Ë.À. Øåìåòêîâ, îáîáùàÿ ïîíÿòèå ëîêàëüíîé
ôîðìàöèè, ââåë â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè [4], ãäå ω � íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë. Â 1999 ãîäó Â.À. Âåäåðíèêîâûì áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê
èçó÷åíèþ êëàññîâ ãðóïï, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè, íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè-ñïóòíèêàìè,
åùå îäíîé ôóíêöèè � íàïðàâëåíèÿ. Íà ýòîì ïóòè áûëè ïîñòðîåíû ω-âååðíûå ôîðìàöèè
[5], ïðåäñòàâëÿþùèå öåëûé ñïåêòð íîâûõ âèäîâ ôîðìàöèé, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
óïîìÿíóòûå âûøå ω-ëîêàëüíûå ôîðìàöèè.

Äëÿ èçó÷åíèÿ êëàññîâ ãðóïï øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè ðåøåòîê. Âàæ-
íûå ðåçóëüòàòû î ðåøåòî÷íûõ ñâîéñòâàõ ëîêàëüíûõ è ω-ëîêàëüíûõ ôîðìàöèé è êëàññîâ
Ôèòòèíãà ïîëó÷åíû À.Í. Ñêèáîé, Í.Í. Âîðîáüåâûì, Â.Ã. Ñàôîíîâûì, Í.Ã.Æåâíîâîé è äð.
(ñì., íàïðèìåð, [6, 7]). Î.Â. Êàìîçèíîé óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ðåøåòêè ω-âååðíûõ êëàññîâ
Ôèòòèíãà (ñì., íàïðèìåð, [8]). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâà-
íèÿ ðåøåòî÷íûõ ñâîéñòâ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ãðóïï. Ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è ïîñâÿùå-
íî ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå. Â òåîðåìå 1 äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî Θωδ âñåõ ω-âååðíûõ
ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï îáðàçóåò ïîëíóþ ðåøåòêó. Â òåîðåìå 2 ïîëó÷åíî ñâîéñòâî ωδ-
èíäóêòèâíîñòè ðåøåòêè ΘE âñåõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Öåíòðàëüíûì ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 3, â êîòîðîé óñòàíîâëåíà ìîäóëÿðíîñòü ðåøåòêè Θωδ.

Èñïîëüçóåìàÿ òåðìèíîëîãèÿ äëÿ ãðóïï è êëàññîâ ãðóïï ñòàíäàðòíà (ñì., íàïðèìåð,
[3]), îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ω-âååðíûõ ôîðìàöèé ìîæíî íàéòè â [5], îïðåäåëå-
íèÿ îáùåé òåîðèè ðåøåòîê âçÿòû èç [9], èñïîëüçóåìûå îïðåäåëåíèÿ ðåøåòî÷íûõ ñâîéñòâ
ôîðìàöèé ñîäåðæàòñÿ â [6]. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç íèõ. ×åðåç E îáîçíà÷àåòñÿ êëàññ âñåõ
êîíå÷íûõ ãðóïï; ω � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë; Eω �
êëàññ âñåõ ω-ãðóïï; Oω(G) � íàèáîëüøàÿ íîðìàëüíàÿ ω-ïîäãðóïïà ãðóïïû G. Ôóíêöèÿ
f : ω ∪ {ω′} → { ôîðìàöèè ãðóïï }, ãäå f(ω′) 6= ∅, íàçûâàåòñÿ ωF -ôóíêöèåé (çäåñü
ñèìâîë ω′ îáîçíà÷àåò ýëåìåíò, íå ïðèíàäëåæàùèé ω); ôóíêöèÿ δ : P → { íåïóñòûå ôîð-
ìàöèè Ôèòòèíãà } íàçûâàåòñÿ PFR-ôóíêöèåé. Ôîðìàöèÿ F = {G ∈ E | G/Oω(G) ∈ f(ω′)
è G/Gδ(p) ∈ f(p) äëÿ âñåõ p ∈ ω ∩ π(G)} íàçûâàåòñÿ ω-âååðíîé ôîðìàöèåé ñ íàïðàâëåíè-
åì δ (êîðîòêî, ωδ-âååðíîé ôîðìàöèåé) è ñ ω-ñïóòíèêîì f , îáîçíà÷àåòñÿ F = ωF (f, δ) [5].
Íàïðàâëåíèå δ íàçûâàåòñÿ bp-íàïðàâëåíèåì, åñëè δ � b-íàïðàâëåíèå, ò.å. δ(p)Np = δ(p)
äëÿ ëþáîãî p ∈ P; è δ � p-íàïðàâëåíèå, ò.å. Ep′δ(p) = δ(p) äëÿ ëþáîãî p ∈ P. ×åðåç δ0

îáîçíà÷àåòñÿ íàïðàâëåíèå ω-ïîëíîé ôîðìàöèè, ò.å. δ0(p) = Ep′ äëÿ ëþáîãî p ∈ P; δ1 � íà-
ïðàâëåíèå ω-ëîêàëüíîé ôîðìàöèè, ò.å. δ1(p) = Ep′Np äëÿ ëþáîãî p ∈ P; δ3 � íàïðàâëåíèå
ω-öåíòðàëüíîé ôîðìàöèè, ò.å. δ3(p) = Scp äëÿ ëþáîãî p ∈ P [5].

1



Ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Θ, â êîòîðîì ëþáûå äâà
ýëåìåíòà x è y èìåþò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü, îáîçíà÷àåìóþ x ∧Θ y, è òî÷íóþ âåðõ-
íþþ ãðàíü, îáîçíà÷àåìóþ x ∨Θ y [9]. Ïóñòü Θ � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ôîðìàöèé, F1,
F2 � Θ-ôîðìàöèè (ò.å. F1,F2 ∈ Θ). Òî÷íóþ íèæíþþ è òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíè ôîð-
ìàöèé F1 è F2 îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèì îáðàçîì: F1 ∧Θ F2 = F1 ∩ F2,
F1 ∨Θ F2 = Θform(F1 ∪ F2) � Θ-ôîðìàöèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì F1 ∪ F2 [6]. Ñî-
âîêóïíîñòü ôîðìàöèé Θ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé ôîðìàöèé, åñëè ïåðåñå÷åíèå ëþáîé
ñîâîêóïíîñòè Θ-ôîðìàöèé ÿâëÿåòñÿ Θ-ôîðìàöèåé è ñóùåñòâóåò M ∈ Θ òàêàÿ, ÷òî F ⊆M
äëÿ ëþáîé ôîðìàöèè F ∈ Θ [6]. ×åðåç Θωδ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ωδ-âååðíûõ ôîðìà-
öèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü δ � PFR-ôóíêöèÿ, δ0 ≤ δ. Òîãäà ìíîæåñòâî Θωδ ÿâëÿåòñÿ

ïîëíîé ðåøåòêîé ôîðìàöèé.

Ñëåäóÿ [6], ïîëíóþ ðåøåòêó ôîðìàöèé Θ íàçîâåì ωδ-èíäóêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî
íàáîðà {Fi | i ∈ I} ωδ-âååðíûõ ôîðìàöèé, îáëàäàþùèõ õîòÿ áû îäíèì Θ-çíà÷íûì ω-
ñïóòíèêîì, è äëÿ âñÿêîãî íàáîðà {fi | i ∈ I}, ãäå fi � âíóòðåííèé Θ-çíà÷íûé ω-ñïóòíèê
ôîðìàöèè Fi, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî: ∨Θωδ i∈I

(Fi) = ωF (∨Θi∈Ifi, δ). ×åðåç ΘE îáîçíà÷èì
ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôîðìàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï. Îòìåòèì, ÷òî ΘE ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ðåøåòêîé
ôîðìàöèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ δ1 ≤ δ ≤ δ3.

Òîãäà ΘE ÿâëÿåòñÿ ωδ-èíäóêòèâíîé ðåøåòêîé.

Ñëåäóÿ [9], ðåøåòêó ôîðìàöèé Θ íàçûâàþò ìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ ôîðìàöèé
F1,F2,F3 ∈ Θ òàêèõ, ÷òî F2 ⊆ F1, ñïðàâåäëèâî:

F1 ∧Θ (F2 ∨Θ F3) = F2 ∨Θ (F1 ∧Θ F3) [6].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ δ1 ≤ δ ≤ δ3.

Òîãäà Θωδ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé ðåøåòêîé ôîðìàöèé.

Ïóñòü F2/ΘF1 = {H ∈ Θ | F1 ⊆ H ⊆ F2 }, ãäå F1,F2 ∈ Θ, F1 ⊆ F2 [6].

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü δ � bp-íàïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ δ1 ≤ δ ≤ δ3.

Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôîðìàöèé F1,F2 ∈ Θωδ ðåøåòêè (F1 ∨Θωδ F2)/ΘωδF2 è F1/Θωδ(F1 ∧Θωδ F2)
èçîìîðôíû.
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